MODSZERTANI TANULMANYOK

A GOMPERTZ-FUGGVENY FELHASZNALASI
LEHETOSEGEI A DEMOGRAFIAI MODELLEZESBEN

[ VALKOVICS EMIL |

A tanulmany Benjamin Gompertz elészor 1825-ben publikalt, hiressé valt fiiggvényét
mutatja be, melynek eredeti rendeltetése a ,halanddsag ereje” fogalmanak a halandosag
elemzéséhez torténd bevezetése volt. Tanulmanyunk az eredeti Gompertz-formula megfeleld
atalakitasaval Ujradefinidlja a halanddsagi tabla fliggvényeit, és példakkal szemlélteti a
Gompertz-fliggvény megndvekedett felhasznalasi lehetdségeit az altalanos korspecifikus
termékenységi aranyszamok és ez utObbiak kumulalt értékei, a hazas termékenység
korspecifikus ardnyszamai, a legalabb i szamu gyermeket sziilt néknek a paritas-specifikus
termékenységi tablakon beliili szama, a bels6é vandorlas korspecifikus aranyszamai, a halan-
dosagi tabla tovabbélési fiiggvénye és halalozasi valoszinliségei modellezésében. Bemutatja,
hogy a Gompertz-fliggvény egyes esetekben kétszer, sét haromszor is illeszthetd az illeszke-
dés szorossaganak novelése, illetve valamely tobb fliggvénybdl allo modellrendszer eldallita-
sa céljabol. Alkalmazasi lehetéségeinek illusztralasa foként az 1983. évi magyarorszagi
adatok felhasznalasaval tortént.

TARGYSZO: Gompertz-fiiggvény. Halandosdg. Demografia modellezés.

ijamin Gompertz angol aktuarius (biztositdsi matematikus) 1825-ben publikalta
elészor a halandosagi tabla, a halandosag ereje (force of mortality), illetve intenzitasa
mutatdjanak fogalmat és korspecifikus értékei [u(x)] alakulasat leiré exponencialis for-
mulajat abbol a meggondolasbal kiindulva, hogy ez az ,,er¢”, illetve intenzitas az életkor-
ral mértani sor szerint novekszik. Szerinte

1 d d
x)=————I(x) =——1Inl(x) = Bc™,
u(x) ™ 7[00 =——-nl(x)
ahol /(x) az x éves korig tovabbélok szamat, % pedig az I(x)-nek az életkort szimboli-

zal6 x szerinti differencialhdnyadosat jelenti.
A u(x) = Bc" formulabodl adodik, hogy

Inl(x) = —[ Bexp|xInclx = —lic" +4llando,
nc
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ahol

-—=Ing,

vagyis g = exp(— ﬁj ¢s az allando = In k. Ennek alapjan
-B=InkxIncésB=-[lnkxInc],

vagyis u(x) = Bc* =—-[IngxIncle® ésInl(x) =c* Ing +Ink.
A tovabbéldk Gompertz-fiiggvénnyel becsiilt szama:

i(x)=kg
és
Ix+1)= kg

Ennek alapjan a tovabbélési valosziniiség becsiilt értéke:

x+1
R Ix+1) kg€ e
p(X)=—( )_kg —=g° Y,
() g

a halalozasi valoszintiségé pedig:
§)=1-p(n)=1-g" .
Az egyes életkorokban eldforduld halalozasok becsiilt szama:
d(x)=1(x)-1(x+1) =1 (x)§(x) = k[g”x —g } = kg [1 - g””“l)}
A halanddségi tablabeli stacionér népesség becsiilt szama:
A A ~ k x x+1
L(x)=0,5 [l(x) +1(x+ 1)]= E[gc +g° }

A halandésagi tablabeli korspecifikus haldlozasi aranyszam:

o~ Cx+1 ¥ Cx+1
2[g -8 } Z(g -8 j

(x) = d(x)] L(x) = =

X

C gcx +gc
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Az x éves kortol leélend6 Osszes évek becsiilt szama:

T(x)= %L(x) = %z::[g"x + g"x+1 }

Az x éves korban varhato atlagos élettartam becsiilt nagysaga:

ﬁ|: o~ + gCAJrl :|
e’ (x) = T(x)/I(x) = 20—
kg

A u(x) értéke kozelito pontossaggal a
Ip . .
ux) == [in px =1 +1n p()]

formulaval is meghatarozhato és koréves részletezésii halandosagi tabla birtokaban a
1(0), 1(1) és u(2) értékének kivételével kiszamithato a

)= 8[1(x—1) = 1(x+D)]-[l(x-2) - 1(x +2)]

Hlx 121(x)

formula felhasznalasaval is. Hiroméves korig u(x) tobbnyire az /(x) értékekhez illesztett
hiperbola felhasznalasaval becsiilhetd (kozelitd pontossaggal).'

A demografusok és aktuariusok korében ismeretes, hogy Gompertz formuldjat
Makeham 1867-ben egy Ujabb allandd beiktatasaval egészitette ki. A Gompertz—
Makeham-formula szerint

u(x)= A+ Bc*
I(x)=ks* g
p(x) =5 stb.

Gompertz eredeti formulajanak csak két paramétere van, B és ¢. A halandosag erejé-
nek alakulasat leiré gorbe csak a sziiletéstél a korai kamaszkori mélypontjaig €s felnott-
kori monoton jellegli emelkedésének a legfiatalabb életkortol kezdddden (a tovabbélok
teljes kihalasaig) alakul ugy, ahogyan azt szerzdje leirta.

Az egyre ndvekvo tapasztalati anyag elemzése kapcsan az is egyértelmiivé valt, hogy
az orvostudomany fejlédése, az egészségiigyi rendszabalyok és a morbiditast és mortali-
tast befolyasolo egyéb tényezdk a kiilonbozo ¢letkoruakat eltérd aranyban érintik, ezért a
kiilonb6z6 nemii és kort népesség halandosaganak egymashoz viszonyitott nagysaga al-
landodan valtozik, igy a Gompertz- és a Gompertz—Makeham-formula sem alkalmas min

! Demonstralasat és gyakorlati alkalmazasat lasd J. H. Pollard 1973-ban kiadott ,,Mathematical models for the growth of
human populations” c. kdnyvében.
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den esetben az emlitett korintervallumokon beliill sem az emberi halandosdg matematikai
leirasara. Leggyakrabban a halandosagi tabla kiilonb6z6 fliggvényei empirikus értékeinek
kiegyenlitésére, foleg pedig a legidésebb kortak halandosaganak extrapolacio utjan tor-
ténd becslésére alkalmazzak, de felhasznaljak idonként a halandosagi tabla egyes fiigg-
vényei késoi felnott- és dregkori értékeinek modellezésére is, amit tanulmanyunk befeje-
70 részében illusztralni is fogunk.

Az utdbbi években végzett matematikai—demografiai kutatasok egyik jelentds ered-
ménye volt annak a kimutatasa, hogy a Gompertz-fliggvény szamos mas demografiai je-
lenség kor-, illetve tartamspecifikus aranyszamainak és valdszinliségeinek modellezésére
is felhasznalhat6. Ez utobbiak koziil a legjelentdsebbek a kdvetkezok.

1. Az altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok indirekt modellezése.

2. Az alacsony szintli hazas termékenység korspecifikus ardnyszamainak direkt és indirekt modellezése.

3. A magas szintli termékenységet leird paritas-specifikus termékenységi tablak kiilonbozo fliggvényeinek
direkt és indirekt modellezése.

4. A belsé vandorlas korspecifikus aranyszamai egyes korintervallumokon beliili értékeinek direkt és indi-
rekt modellezése, tovabba szamos mas olyan adatsor modellezése, melyek esetében a Gompertz-fiiggvény mas
fiiggvényekkel torténd egyidejii alkalmazasa Gtjan allithato eld a kivant matematikai modell.

Az altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok indirekt modellezésének
a Gompertz-gorbe illesztésén alapulo egyik modszere

Az elméleti gorbék illesztése az altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok
empirikus értékeihez rendszerint kozvetlen, direkt médszerrel torténik, melynek soran az
aranyszamok semmiféle el6zetes atalakitasara nem keriil sor. Az altalanos korspecifikus
termékenységi aranyszamok modellezése azonban gy is megvalosithatd, hogy az arany-
szamokat eldzetesen valamilyen transzformacionak vetjiik ala és a transzformalt arany-
szamokhoz illesztiink valamilyen ismert modszerrel (a momentumok moédszerével, a ma-
ximum likelihood moddszerrel, a legkisebb négyzetek modszerével stb.) valamilyen jol
illeszkedo fiiggvényt. E fliggvény helyettesitési értékein azutan végrehajtjuk az ellentétes
iranyl transzformaciot. Ha e transzformacio eredményei jol illeszkednek az altalanos
korspecifikus termékenységi aranyszamok tényleges értékeihez, az eljards egészét az
aranyszamok indirekt modellezési modszerének fogadhatjuk el.

Esetiinkben az indirekt mddszer alkalmazasa soran az altalanos korspecifikus termé-
kenységi aranyszamok tényleges értékeit [fy (y)] elézetesen 15 éves kortol 50 éves korig
kumulativ médon 6sszegezziik. A sziiloképes (propagativ) kor kezdetétdl kumulalt transz-
verzalis altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok modellezését ezutan a
Gompertz-gorbe felhasznalasaval valositjuk meg. Az aranyszamok indirekt modon becsiilt
értékeit (a Gompertz-gorbe szomszédos helyettesitési értékeinek kiilonbségeit) egybevetjiik
az aranyszamok tényleges értékeivel: kiszamitjuk eltérésnégyzeteik sszegét és az illeszke-
dés szorossagat mutatd korrelacios index értékét. A Gompertz-gorbe egyenletének egyik
altalanosan elterjedt megadasi modja a halandosagi tabla tovabbélési fliggvényére vonatko-
76 valtozatanak analogiajara eloallitott, de a szoban forgd jelenség kiilonbozosége miatt

y

mas betiik hasznalataval felirt fy (1) =c a” egyenlet, melyben y az életkort jelzi.

A kumulalt altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok esetében
Ina<0, a<lés b<1. A Gompertz-gorbe illesztése, paraméterei eldallitisanak egyik leg
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egyszeriibb modja az un. részosszegek modszerének az alkalmazasa. E modszer alkalma-
zéasa soran — mint azt F. C. Mills, F. E. Croxton és D. J. Cowden, G. J. Wunsch, E. M.
Murphy és D. N. Nagnur, S. M. Farrid és W. Brass is kimutatta, a rendelkezésiinkre allo
adatokat el6bb harom egyenld csoportra célszeri felosztanunk, majd ki kell szamitanunk
mindharom csoport adatai természetes logaritmusainak az S;, S, és S; szimbolumokkal
jelolhetd 0sszegét. Kimutathato, hogy

S, =Y Iny, =nlnc+b(Ina) bb _11
i=1 -

2 L
S, = YlIny, =nlnc+b"" (Ina) -
i=n+1 -

3n n_
Sy = Ylny, =nlnc+b>"! (lna)b
i=2n+1 b-

>

s

1

A Gompertz-fiiggvény a, b és ¢ paraméterének értékét ezutan az alabbi formulak fel-
hasznalasaval becsiiljiik:

I/n
oSS, (8,-5,
S2_S1 S2_S1

BN () A N ) DY
1

b(b” - l)z
_g2 Q2
Inc SN LU Bk N ; ¢ =exp 1 5%-% .
n{ S +8;-28, n{ S +8;-28,

Esetiinkben 35 adathoz kell a Gompertz-fiiggvényt illeszteniink. Az adatok r-nel jel-
zett szama az egyes adatcsoportokban ezért (35 — 2)/3 =11, ha a két utols6 adatot elha-
nyagoljuk.

Az altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok egyes korévekre vonatkozo
becsiilt értékeit a kumulalt tényleges értékeikhez illesztett Gompertz-gorbe segitségével

ugy szamitjuk ki, hogy

Minthogy esetiinkben a Gompertz-fiiggvénynek a halandosagi tabla tovabbélési fligg-

vényének modellezésére szolgald valtozatat, vagyis az [ x) =k g"x haromparameéteres

sres

y b
2Sr(y)=ca

y=15

formulat hasznéltuk, a korspecifikus termékenységi aranyszamok e fiiggvény segitségé-
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vel becsiilt szomszédos kumulalt értékeinek kiilonbségei, vagyis maguk az indirekt mo-
don becsiilt altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok az

];Y )= C|:aby - aber1 ] = caby [1 — aby(b—l)}

formulakkal is kiszamithatok.

A Gompertz-gorbe szomszédos helyettesitési értékei kiilonbségeként, vagy masként
eléallitott, indirekt modon becsiilt altaldnos korspecifikus termékenységi aranyszamok
értékeit ezen aranyszamok tényleges értékeivel — mint jeleztiik — eltérésnégyzeteik dssze-
gének kiszamitdsa utjan vetjiik egybe. Ezutan keriilhet sor a korrelaciés index értékének
kiszamitasara.

Az 1983. évi magyarorszagi korspecifikus termékenységi aranyszamok kumulalt ér-
tékeihez illesztett Gompertz-fliggvény esetében Sy = 15,54297463; S, = 4,692052245 ¢és
S3=6,070843150, s ebbdl addddan a paraméterek értéke:

a=0,001587702; b =0,783330372; ¢ = 1,752529518,

az illesztett fliggvény tehat, annak figyelembevételével, hogy az els6 helyettesitési érték a
16 éves kor (16 —15=1)

y-15)

ca?"” =1,752529518x.0,0015877020.783330372°

A Gompertz-gorbe felhasznélasan alapulé modellezési modszernek az 1983. évi ma-
gyarorszagi termékenységi adatok alapulvételével torténd alkalmazéasat bemutatd 1. abrabol
és a Melléklet® 1. tablajabol egyarant kitiinik, hogy az illesztett gérbe az ardnyszamok ku-
mulalt értékeit a sziiloképes kor fiatalabb éveiben némileg alulbecsli, idésebb éveiben pedig
némileg talbecsli. Az egyes korévekre vonatkozé indirekt becslési eredmények ezzel 6ssz-
hangban kezdetben szintén alulbecsiiltek, késobb tulbecsiiltek; az alulbecslés, illetve a tul-
becslés mértéke azonban nem szdmottevd, a Gompertz-gorbe felhasznalasa egészében véve
elfogadhatd pontossaginak mondhaté direkt és indirekt becslési eredményeket ad. Megje-
gyezziik egyébként, hogy a becslési hibak jellege ugyanilyen szdmos mas indirekt modszer
alkalmazasa esetében is, mértéke azonban esetenként kiilonbozo.

A Gompertz-gorbe segitségével torténd modellezés lehetéséget nyujt arra is, hogy
valamely még befejezetlen termékenység befejez6dését elérebecsiiljiik.” Ez kiilonosen
azoknak a szerzOknek a munkaibol deriil ki, akik a Gompertz-gorbét néi sziiletési évja-
ratok termékenységének indirekt modellezésére hasznaltak (G. J. Wunsch, S. M. Farrid,
W. Brass stb.). Transzverzalisan becsiilt altalanos korspecifikus termékenységi arany-
szamok Gompertz-gorbe felhasznalasan alapul6d indirekt modellezése soran legfeljebb a
gorbe paramétereinck felhasznalasan alapuld transzverzalis jellegli termékenység-
eléreszamitas valik egyes esetekben lehetdve.

2 A Melléklet csak elektronikus forméban késziilt. E szam megjelenésével egyidében a Melléklet megtekinthet és dij-
mentesen letolthetd a www.ksh.hu/statszml honlaprol.

3 Tovébbra is a részosszegek modszerét alkalmazva 3x11=33 adat felhasznalasa helyett némi engedmények aran 3x10=30,
3x9=27 stb. adat felhasznalasat is elfogadhatonak tekinthetjiik.
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A termékenységi aranyszamoknak a Gompertz-gorbe felhasznalasan alapuld indirekt
modellezése a legrégebben ismert indirekt modellezési eljaras. A tobbi indirekt modszer
nemcsak ,,fiatalabb”, hanem k6z0s sajatossaga az is, hogy felhasznalasa soran tobbnyire
szerephez jut benne az elézetesen transzformalt altalanos korspecifikus termékenységi
aranyszamok polinomialis approximacioja is.

1. abra. Az dltalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok indirekt modellezése
a kumulalt értékeikhez illesztett Gompertz fiiggvény segitségeével
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A Gompertz-fiiggvény illeszkedésének szorossagat a korrelacios index felhasznalasdval
mértiik. Ez utobbi ismert formuléja:

. U, 0)- 7,00
sl 0)-7,0))

>

melyben Z[f L) 7 Y(y)]2 a tényleges és az illesztett modell felhaszndlasaval becsiilt 4l-
talanos korspecifikus termékenységi aranyszamok kozotti eltérések négyzeteinek Osszegeét,
> [ Sy (y)— fy (y)]2 pedig az altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok tényleges

értékei és az utdbbiak stlyozatlan aritmetikai atlaga kozotti kiilonbségek négyzeteinek 9sz-
szegét jelenti. Esetiinkben 7 = 0,99883, ami a Gompertz-fiiggvény igen jo illeszkedésérdl
tanuskodik.

Az altaldnos korspecifikus termékenységi aranyszamok Gompertz-fiiggvény
felhaszndalasaval torténd indirekt modellezésének egy masik modszere

A demografidban szdmos olyan adatsorral taldlkozunk, mely kizardlag pozitiv szamok-
bol all. A halandosagi tabla tovabbélési fiiggvénye (kihalasi rendje), az 4ltalanos
korspecifikus termékenységi aranyszdmok, a hazas termékenység korspecifikus aranysza



128 VALKOVICS EMIL

mai, a legalabb i szamu gyermeket sziilt ndk szama a paritas-specifikus termékenységi tab-
lakban, a bels6 vandorlas korspecifikus aranyszamai és szamos mas adatsor kizarolag pozitiv
szamokbdl all. Ezek az adatsorok tobbek kozott ugy is felirhatok, illetve reprodukalhatok,
hogy: 1. kivalasztunk egy adatot a modellezni kivant adatsorbdl, és ezt hatvanyalapnak te-
kintjiik; 2. eldallitjuk a hatvanykitevoknek azt a sorozatat, mely az adatsorban szerepl6 sza-
mok természetes logaritmusanak és a hatvanyalapnak tekintett szam természetes logaritmu-
sanak hanyadosaibol all.

Az ezer nbre jutd élvesziiletések évi szamaként értelmezett altalanos korspecifikus ter-
mékenységi aranyszamok kumulalt értékei az

% |:lni1000fy( y)/1n§:1000 ¥ y(y)}
{21000 fy (y)} 13 :
15

50
formuléval is leirhatok, illetve reprodukalhatok, melyben >°1000 f Y(y) a teljes termékeny-
15
ségi aranyszam (Total Fertility Rate — TFR), vagyis a korspecifikus termékenységi arany-
y
szamok Osszegének értéke, >'1000 f Y(y) pedig ezeknek az ardnyszdmoknak a sziiloképes
15

kor als6 hataratdl y éves korig kumulalt érteke (15 <y < 50). (Ebben és az ehhez hasonld
tobbi esetben egy egynemil azonossagrol van szo, hiszen altalaban

gny/na _ y,mert (Iny/Ina)-lna =1Iny.)

A hatvanykitevok sorozata szamos esetben tobb fliggvény felhasznalasaval (illesztésével)
is modellezhetd. Monoton jelleggel névekvd, illetve csokkend sorozatok esetében igen gyak-
ran bizonyul jol illeszkedének a Gompertz-fiiggvény is.*

A 2. abra csupan azt szemlélteti, hogy az e kutatasi jelentésben bemutatott modszerek
egyike, mely azonos a dolgozatunkban javasolt modszerrel, jelentdsen tovabbfejleszthetd az-
altal, hogy a hatvanykitevok sorozatdhoz nemcsak egy, hanem két vagy ennél is tobb
Gompertz-fliggvényt illesztiink. (Lasd még a Mellékletben a 2. tablat.) A hatvanykitevok
bemutatott sorozatahoz a részdsszegek modszerével illesztett hirom Gompertz-fiiggvény ta-
nusitja, hogy az illesztett Gompertz-fliggvények szamanak novekedésével nemcsak a termé-
kenységi modell paramétereinek szama n6, hanem jelentdsen no az illeszkedés szorossaga is,
ami egyébként magatdl értetddd. A korrelacios index értéke csupan egy Gompertz-fliggvény
illesztése esetében /= 0,98387, harom Gompertz-fliggvény illesztése esetében pedig
1=0,99932. A harmadik Gompertz-fiiggvényt illesztjiikk eldszor. Ezt kovetden illesztjiik a
masodik és az els6 Gompertz-fiiggvényt. Ez utobbiakat az altalanos korspecifikus termé-
kenységi aranyszamok 1983. évi ezer nére szamitott kumulalt értékeinek a tényleges és mar
modellezett értékei kozotti kiilonbségekhez illesztjiik.

* Az altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok kumulalt értékeinek Gsszes eddig kidolgozott modellezési lehetéségei-
16l e dolgozat szerzdje G. J. Wunsch professzorral tarsszerzoként tett kozz¢ kutatasi jelentést. Lasd: Some possibilities of modelling
the cumulated values of general age-specific fertility rates. (1995) Working Paper, 178. sz. Institut de Démographie de
I’Université Catholique de Louvain, Louvain-la-Neuve, Edition Academia.



2. dabra. Az 1983. évi magyarorszagi daltalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok tényleges és becsiilt kumulalt és életkorok szerinti értékei
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A Gompertz-fiiggveny mas fiiggvényekkel egyidejii alkalmazasa az altalanos
korspecifikus termékenységi aranyszamok matematikai modelljének eloallitasa soran

Az altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok mint lattuk, az

7 (M)[ln 7,0 f, (m)]

formulaval is leirhatok, illetve reprodukalhatok, melyben f{(M) a modalis (a legnagyobb)
korspecifikus termékenységi aranyszam értékét, f(y) pedig (az életkort y-nal jel6lve) a tobbi
altalanos korspecifikus termékenységi aranyszam értékét jelenti.

A 3. dbra a magyarorszagi altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamoknak a fenti
transzformacion alapulé modellezését mutatja be. (Lasd még a Mellékletben a 3. tablat.) Az
eljaras szemléltetésének céljara az 1983. évi altalanos korspecifikus termékenységi arany-
szamokat valasztottuk ki, mert a KSH Népességtudomanyi Kutatd Intézetében ezekhez az
adatokhoz illesztettiik a legtobb termékenységi modellt. Az egyéb modellezési eljarasokkal
vald egybevetés legnagyobb lehetdségeit tehat ennek az évnek a kivalasztasa biztositja.

A tényleges lln fy (»)/n 1 y (M )J értékekhez elészor negyedfoktl polinomot illesztet-

tiink az ortogonalis polinomok modszerével, amit az abszcissza értékek (az életkorok)
ekvidisztans (egyenld tavolsagu) jellege tett lehetévé. Az ezen els6 kozelités eredményeként
eldallitott termékenységi modell tehat az

2 3 4
otd1ytday td3y tday )

100 7,00

formulaval adhat6 meg, illetve irhato le, melyben y, mint jeleztiik, az életkort jelzi.

A hatvanykitevok tényleges értékeihez ezutan (masodik kisérletként) Gompertz-
fliggvényt és egy egyszerli exponencialis fliggvényt illesztettiink. Elszor az egyszerii expo-
nencialis fliggvényt illesztettiik, ezt kdveten keriilt sor a tényleges és az egyszerii exponen-
cialis figgvény segitségével becsiilt értékek kiilonbsége modellezésének céljabol a
Gompertz-fliggvény illesztésére. Az igy eldallitott termékenységi modell az

(v-14,5)

fy(v)= fy(M)[CI”I‘ +d exp(gy)}

formulaval adhat6 meg, illetve irhato le.

Az egyszerli exponencialis fliggvény illesztése a legkisebb négyzetek modszerével, a
Gompertz-fliggvény illesztése pedig, ebben az esetben is a részosszegek modszerének fel-
hasznalasaval tortént.

A hatvanykitevok tényleges értékeit ezutan (harmadik kozelités) Gompertz-fiiggvény és
hatvanyfiiggvény felhasznalasaval modelleztiik. Eloszor a hatvanyfiiggvényt illesztettiik,
majd a tényleges és a hatvanyfliggvény segitségével becsiilt értékek kiilonbségeihez
Gompertz-fliggvényt illesztettiink. Az igy eldallitott termékenységi modell:

bg y-14,5)

fmrnw%% ]
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A legszorosabb illeszkedés a harom felsorolt esetben a Gompertz-fliggvény és az egysze-
rli exponencialis fliggvény illesztése utjan volt elérhetd (I = 0,99945), amit a hatvanykitevok
tényleges értékeinek Gompertz-fliggvény ¢és hatvanyfiiggvény illesztése tjan torténd mo-
dellezése kovetett (/ = 0,99636). Kielégitden magas volt azonban az illeszkedés szorossaga a
hatvanykitevok tényleges értékeinek negyedfoku ortogonalis polinommal torténd modellezé-
se esetében is (/= 0,99515).

3. dbra. Az 1983. évi magyarorszagi dltalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok tényleges
és indirekt modon becsiilt értéke
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és exponencialis
fliggvénnyel becsiilt
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Az alacsony szintii hdzas termékenység korspecifikus aranyszamainak
direkt és indirekt modellezése

A hazas termékenység korspecifikus aranyszamainak mar t6bb matematikai modelljét
sikeriilt eddig eldallitani. E dolgozat szerzje az alacsony szintli magyarorszagi hazas termé-
kenység életkor szerinti alakulasat leird eddig publikalt aranyszamait a béta fliggvény, a
Gompertz-fliggvény és negyedfoku ortogonalis polinomok segitségével mar korabban is si-
keresen modellezte (1984). Ennek az 1983. évi adatok felhasznalasaval eldallitott eredmé-
nyeit a 4. abra mutatja be. (Lasd a Mellékletben a 4. tablat.)

4. dbra. A hazas termékenység 1983. évi magyarorszagi korspecifikus aranyszamainak
direkt modellezése Gompertz-fiiggvény segitségével

0,9

0.8

0,7 \

0,6 \

0,5 4=
\

0.4

03 >

. \
0,1

—Tényleges  ------ Gompertz-fliggvénnyel becsiilt

0 — —
mon i g i g g i i n g i
Vgl o~ [*)) — on o~ (=) — o v o~ [N — o v o [*))
- ~ — [o\] [\ o] (o] N o o o o o <t <t < < <

Eletkor (év)

A magas szintii termékenységet leiro paritas-specifikus termékenységi tablak
kiilonbozo fiiggvényeinek direkt és indirekt modellezése

A csaladndvekedési, illetve gyermekszam-ndvekedési valoszintiségek ismert fogalmat
csaknem egyidejlileg L. Henry francia és N. B. Ryder amerikai demografus vezette be a
demografidba. A paritas-specifikus termékenységi tablak e fogalom felhasznalasan ala-
pulo eldallitasa G. Feichtinger és W. Lutz osztrak demografus nevéhez fiizodik. Henry a
csaladndvekedési valdsziniiségek fogalmat és kiszamitasi modjat 1972-ben kiadott
»Démographie, Analyse et Modeles” cimii konyvében az 1888—1890-ben 20-21 éves ko-
rukban hazasodott norvégiai ndk gyermekszam szerinti megoszlasabdl kiindulva vilagitja
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cre s

rualt utolso valtozatat ,,Distributional aspects of human fertility” cimii munkajaban a ke-
nyai kohorsz-termékenységi adatok felhasznalasaval mutatja be.

A paritas-specifikus termékenységi tablak elsd oszlopa a sziiletett gyermekek lehetsé-
ges sziiletési sorszamat (i) sorolja fel, kovetkezo oszlopa pedig a legalabb i szamu gyer-
meket sziilt n6k szamat (F) tartalmazza. (Lasd az 1. tablat. A tabla ettdl az elméleti sé-
matol annyiban tér el, hogy tartalmaz becsiilt adatokat is.)

Azt ezt kovetd oszlop a pontosan i szami gyermeket sziilt nék szamat adja meg
(N; = F;— Fi11), a kovetkezo oszlop pedig a gyermekszamnovekedési valosziniségek ér-
tékét, vagyis azokat a valdszintliségeket, hogy az i szamu gyermeket sziilt ndk megsziilik
i + 1 sorszamu gyermekiiket is (a; = F./F;). Ennek komplementer értéke, vagyis annak a
valdsziniisége, hogy az eggyel magasabb sorszdmu gyermek mar nem sziiletik meg
[1 —a; =1-(F, /F; )] nem minden esetben szerepel a paritas-specifikus termékenységi
tablakban. Kénnyen belathato, hogy N; = F; — F,; = Fi(1-a; ) Az ay, ay, a, stb. szim-
bolumokkal jelzett gyermekszam-ndvekedési valosziniségek alsé indexei eggyel kiseb-
bek, mint ahanyadik gyermek megsziiletésének valoszintiségét jelzik: a, az els6, a; a ma-
sodik, a, a harmadik stb. gyermek megsziiletésének valosziniségét jelenti.

A paritas-specifikus termékenységi tablak kovetkezd oszlopaban szereplé adatok az F;
értékeknek az F| értékkel alkotott hanyadosai (F/F,), amit Ryder (1982) az i sziiletési sor-
szamu gyermekekre vonatkozo teljes termékenységi aranyszamnak nevez, ezek a kiilonbo-
70 sziiletési sorszami gyermekek egy ndre jutd atlagos szamat jelentik. Az ezt kovetd osz-
lop az i és i-nél magasabb sziiletési sorszamil gyermekekre vonatkozo teljes termékenységi
aranyszam értékeit tartalmazza. (A halandosagi tablaban ezek lennének a 7./l értékek.)

A paritas-specifikus termékenységi tablak utolsé oszlopa azt mutatja be, hogy atlago-
san hany gyermek sziiletése varhatdo még, ha az i sziiletési sorszamu gyermek mar meg-
sziiletett. Ertékei az i és i-nél magasabb sziiletési sorszamu gyermekekre vonatkozo teljes
termékenységi aranyszam értékeinek a kiillonbdzo sziiletési sorszamu gyermekek egy n6-
re jutd szamaval (F;/Fy) torténd elosztasa utjan allithatok elo.

A paritas-specifikus termékenységi tabla kiilonbozo fiiggvényeinek modellezése legsi-
keresebben a legalabb i szamu gyermeket sziilt ndk szamat () tartalmazé oszlop adatainak
direkt vagy indirekt modellezése és az eredményiil kapott matematikai modell a tobbi mu-
tatd értékeinek kiszdmitasara torténd felhasznalasa utjan valosithatdé meg. A paritas-
specifikus tablak F; értékeihez, vagyis masodik oszlopanak értékeihez direkt modon, €s az
F; értékek kiilonféle matematikai transzformacioi utan is sikeresen illeszthetiink Gompertz-
figgvényt (és természetesen mas fiiggvényeket is). Az 1. és a 2. tabla az 1888—1890-ben
20-21 éves korukban hdzasodott norvégiai ndk gyermekszam szerinti megoszlasanak ada-
tainak felhasznalasaval eldallitott paritas-specifikus termékenységi tabla a legalabb i szamu
gyermeket sziilt n6k szamat (F;) tartalmazé (2) oszlopanak adataihoz a részdsszegek mod-
szerével direkt moédon és indirekt mddon illesztett Gompertz-fiiggvénnyel végzett modelle-
z¢s eredményeit mutatja be. A tabla minden fiiggvényének tényleges értékeit tartalmazo
oszlopokat a becsiilt értékeket tartalmazo oszlopok kovetik az eltérésnégyzetek dsszegének
¢és az illeszkedés szorossaganak feltiintetésével. Az F; értékek modellezése soran az F ér-
tektol eltekintettiink, minthogy legalabb 0 gyermeket a példankban szereplé ndk mindegyi-
ke sziilt. A Gompertz-fliggvény illesztése soran 15 adatot vettiink figyelembe: n=15/3=5.



Az 1888 és 1890 kozétt 20-21 éves korukban hazasodott norvég nék paritdas-specifikus termékenységi tablaja
fliggvényeinek tényleges és becsiilt értékei

1. tabla

A legalabb i
sorszamu gyermeket

A pontosan i
sorszamu gyermeket

A csaladnovekedési

Az egy nére jutd
élvesziiletések sziiletési

Az i és nagyobb sorszamu

sziiletésekre vonatkozo

Az i sziiletési sorszam
elérése utan még varhato

sziilt ndk sziilt ndk valészintiségek sorszam szerinti teljes Vtcrmc'kcnyscgl sziiletésszam
aranyszamok
Sziiletési sorszam
i tényleges| becsiilt |tényleges| becsiilt | tényleges | becsiilt | tényleges | becsiilt tényleges becsiilt tényleges becsiilt
szama szama értékei szama
A A ~ . ~,. értéke szama
F;' Fz E _EH E —E+1 a; a; E(l) E(l)
(1) 2 3) “4) ) (6) (7 () ) (10 ) (12) (13)
0 1000 1000 27 30 - - - - 7,266 7,310 7,266 7,310
1 973 970 28 34 0,973 0,970 0,973 0,970 6,293 6,340 6,468 6,536
2 945 936 41 42 0,971 0,965 0,945 0,936 5,348 5,404 5,659 5,774
3 904 894 69 52 0,957 0,955 0,904 0,894 4,444 4,510 4,916 5,045
4 835 842 70 65 0,924 0,942 0,835 0,842 3,609 3,668 4,322 4,356
5 765 777 72 77 0,916 0,923 0,765 0,777 2,844 2,891 3,718 3,721
6 693 700 89 91 0,906 0,901 0,693 0,700 2,151 2,191 3,104 3,130
7 604 609 94 101 0,872 0,870 0,604 0,609 1,547 1,582 2,561 2,598
8 510 508 108 109 0,844 0,834 0,510 0,508 1,037 1,074 2,033 2,114
9 402 399 109 108 0,788 0,785 0,402 0,399 0,635 0,675 1,580 1,692
10 293 291 120 99 0,729 0,729 0,293 0,291 0,342 0,384 1,167 1,320
11 173 192 80 81 0,590 0,660 0,173 0,192 0,169 0,192 0,977 1,000
12 93 111 46 57 0,538 0,578 0,093 0,111 0,076 0,081 0,817 0,730
13 47 54 28 33 0,505 0,486 0,047 0,054 0,029 0,027 0,617 0,500
14 19 21 9 15 0,404 0,389 0,019 0,021 0,010 0,006 0,526 0,286
15+ 10 6 10 6 0,526 0,286 0,010 0,006 - - - -
Osszesen — — 1000 1000 — — 7,266 7,310 — — — —
Az eltérésnégy—
zetek Osszege 1228 - 1080 - 0,065246 - 0,001228 - 0,025459 - 0,161537
Az illeszkedés
szorossaga (I) 0,99970 - 0,97223 - 0,93849 - 0,99966 - 0,99985 - 0,99885

~ i
" F; =1082,855287 x 0,919575058(1:316734372)

Megjegyzés. A becsiilt értékeket a legalabb i sorszami gyermeket sziilt n6k szamahoz illesztett Gompertz-fiiggvény szolgalja.




2.tabla

Az 1888—1890 kozott 20-21 éves korukban hazasodott norvég nék paritds—specifikus termékenységi tablaja fiiggvényeinek tényleges és becsiilt értékei

A pontosan i

A csaladnovekedési

Az egy ndre jutd

Az i és nagyobb
sorszamu sziiletésekre

Az i sziiletési sorszam

A tényleges | A becsiilt sorszamu gyermeket PP ¢élvesziiletések sziiletési vonatkozo teljes elérése utan még
S0 valdszintiségek . . . P . el
sziilt n6k sorszam szerinti termékenységi varhato sziiletésszam
Sziiletési sor— n arényszémok
szim £ Fr — T T 1 "
i ! tényleges| becsiilt | tényleges | becsiilt | tényleges | becsiilt | tényleges | becsiilt | tényleges | becsiilt
InF; /In Fy szama értekei szama
érékek A A n X n értéke szama
Efa| BBy | @ a e | e®
1) @ 3) “4) (5) (6) (7 ®) ®) (10) ) (12) (13) (14) (15)
0 1000 1,00000 1,00000 1000 27 48 - - - - 7,266 7,293 7,266 7,293
1 973 0,99604 0,99289 952 28 24 0,973 0,952 0,973 0,952 6,293 6,341 6,468 6,661
2 945 0,99181 0,98912 928 41 34 0,971 0,975 0,945 0,928 5,348 5,413 5,659 5,833
3 904 0,98539 0,98382 894 69 45 0,957 0,963 0,904 0,894 4,444 4,519 4,916 5,055
4 835 0,97390 0,97638 849 70 58 0,924 0,950 0,835 0,849 3,609 3,670 4,322 4,323
5 765 0,96122 0,96598 791 72 76 0,916 0,932 0,765 0,791 2,844 2,879 3,718 3,640
6 693 0,94691 0,95148 715 89 93 0,906 0,904 0,693 0,715 2,151 2,164 3,104 3,027
7 604 0,92701 0,93137 622 94 108 0,872 0,870 0,604 0,622 1,547 1,542 2,561 2,479
8 510 0,90252 0,90369 514 108 118 0,844 0,826 0,510 0,514 1,037 1,028 2,033 2,000
9 402 0,86808 0,86599 396 109 117 0,788 0,770 0,402 0,396 0,635 0,632 1,580 1,596
10 293 0,82229 0,81542 279 120 102 0,729 0,705 0,293 0,279 0,342 0,353 1,167 1,265
11 173 0,74602 0,74899 177 80 79 0,590 0,634 0,173 0,177 0,169 0,176 0,977 0,994
12 93 0,65616 0,66429 98 46 50 0,538 0,554 0,093 0,098 0,076 0,078 0,817 0,796
13 47 0,55737 0,56074 48 28 27 0,505 0,490 0,047 0,048 0,029 0,030 0,617 0,625
14 19 0,42625 0,44138 21 9 12 0,404 0,438 0,019 0,021 0,010 0,009 0,526 0,429
15+ 10 0,33333 0,31479 9 10 9 0,526 0,429 0,010 0,009 - - - -
Osszesen — — — — 1000 1000 — — 7,266 7,293 — — — —
Az eltérésnégy-
zetek Gsszege - - 2805 - 1970 - 0,015639 - 0,002805 - 0,018289 - 0,127465
Az illeszkedés
szorossaga (1) - - 0,99932 - 0,94874 - 0,98561 - 0,99923 - 0,99989 - 0,99909

i
o 1000[1,002087764x0,993488513(1"”222919 ) _

Megjegyzés. A becsillt értékeket a InFy/InF, értékekhez illesztett Gompertz-fiiggvény szolgalja.
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Az 1. tabla esetében az F; értékek modellezése direkt modszerrel tortént, az illesztett
Gompertz-fiiggvény paramétereinek értéke a tabla aljan megtalalhato, helyettesitési érté-

keit (ﬁ, pedig a (3) oszlop tartalmazza.

A 2. tabla esetében abbol a meggondolasbol indultunk ki, hogy a legalabb i szamu
gyermeket sziilt n6k szama a paritas-specifikus termékenységi tablakban tobbek kozott az

Fo(lnE./lnFo)

formulaval is leirhato, illetve reprodukalhatd, melyben Fj a legalabb 0 gyermeket sziilt,
vagyis gyakorlatilag az 6sszes nok ezerrel egyenlének vett szamat, F; pedig a legalabb i,
(=1, 2, 3, ...) gyermeket (vagyis a 0-nal tobb gyermeket) sziilt n6k szamat jelenti. A
Gompertz-fiiggvényt a (3) oszlopban szerepl6 (In F/In Fy) értékekhez illesztettiik, az il-
lesztett fliggvény paramétereinek értéke a tabla alatt, helyettesitési értékei a tabla (4)

oszlopaban, a becsiilt ﬁl értékeké pedig a tabla (5) oszlopaban talalhatok.

A belsd vandorlas korspecifikus aranyszamai egyes korintervallumokon beliili értékeinek
direkt és indirekt modellezése

A belsé vandorlas korspecifikus aranyszamainak ismert modelljei koziil a Rogers,
Ragquillet és Castro 1978-ban kozzétett modellrendszere érdemel leginkabb figyelmet. Ez
a Laxenburgban (Ausztridban) miikodé Nemzetkozi Alkalmazott Rendszerelemzési Inté-
zetben (International Institute for Applied Systems Analysis — IIASA) kidolgozott mo-
dellrendszer a belsé vandorlas aranyszamai empirikus 5. dbra szerinti goérbéjének négy,
illetve esetenként csupan harom szakaszra torténé felosztasabol és szakaszonkénti mo-
dellezésébdl all.

5. abra. A belsé vandorlas korspecifikus aranyszamainak laxenburgi modellrendszere
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Az els6 szakasz adataihoz a szerzok negativ regresszios egylitthatoju exponencialis
figgvényt, a masodik, és ha 1étezik a harmadik szakasz adataihoz kettds exponencialis
figgvényt illesztettek. A modellrendszer egésze illeszkedése szorossaganak novelése
céljabal a korspecifikus vandorlasi aranyszamok becsiilt értékeihez hozzaadtak egy c-vel
jelzett allandot. A bels6é vandorlas altaluk M(x)-szel jelzett korspecifikus aranyszamainak
modellrendszere tehat a kovetkez6 harom regresszids gorbe dsszegeként all elo:

M (x) = a, exp(—a,x)
+a exp{— a,(x = py) —exp(—A, (x — ﬂz)}
+a; exp{— a3 (x — py) —exp(—A5(x — 115 )}
+c.

A masodik és harmadik szakasz adataihoz illesztett kettds exponencialis fiiggvény
azonos a Coale és McNeil altal a hazasodasi arany és a termékenység modellezése céljara
kidolgozott kettds exponencialis fliggvénnyel. A modellrendszer egésze altalaban igen jol
illeszkedik a bels6 vandorlas tényleges korspecifikus aranyszamaihoz.

Az aranyszamok empirikus gorbéjének szakaszokra bontasat elfogadva tobbféle
figgvényt is megkiséreltiink illeszteni az egyes szakaszok empirikus adataihoz.

Az éllando és ideiglenes jellegli belsé vandorlas 1981. évi korspecifikus aranyszamai
[vi(y)] els6 (0 és 13 éves kor kozotti) szegmentumat modellezve kimutathattuk, hogy
csupan a korrelacios index (/) 0,9-nél nagyobb értékeit fogadva jo illeszkedést jelzo érté-
keknek, a férfi népesség adatai esetében a negativ regresszios egyiitthatoji exponencialis
fiiggvényen (/=0,97838) kiviil a hatvanykitevds (multiplikativ) regresszios fliggvény
(I=0,95725), a logaritmikus regresszios fliggvény (/= 0,98936); a Gompertz-fliggvény
(1=10,99268) és a negyedfokl ortogonalis polinom (/= 0,99404) is igen jo illeszkedésti.
A Gompertz-fiiggvény tehat valamelyest alkalmasabbnak bizonyult az els6 szakasz empi-
rikus értékeinek modellezésére, mint a negativ regresszios egyiitthatdjii exponencialis
figgvény. Hasonl6 eredményre jutottunk John H. Pollard professzorral a belsé vandorlas
1989. évi nyugat-németorszagi aranyszamai elsé szakaszanak modellezése soran is.

A n6i népesség 1981. évi adatai a hatvanykitevos regresszios fiiggvény kivételével
még nagyobb sikerrel alkalmazhatok a felsorolt fliiggvényekkel, tehat a Gompertz-
fiiggvénnyel is modellezhetdknek bizonyultak, és hasonldé eredménnyel zarultak a belsé
vandorlas korspecifikus aranyszamai harmadik (utols6) csoportja modellezésének kisér-
letei is.

Megjegyezziik, hogy jo illeszkedéslinek bizonyult a Gompertz-fiiggvény a ndi népes-
ség masodik csoportba tartozd 1981. évi aranyszdmainak modellezése estében is, az
aranyszamok kumulalt értékeihez illesztett Gompertz-fiiggvény esetében az illeszkedés
josagat jelzd korrelacios index (7) értéke 0,91405-et tett ki.

Kisérleteink alapjan arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a belsé vandorlas
korspecifikus aranyszamai szakaszonkénti modellezése 1étjogosultsaganak elismerése
esetén sem szabad azt hinniink, hogy a laxenburgi modellrendszer az erre a célra egyediil
hasznalhatd6 modellrendszer. Az aranyszamok empirikus gorbéje szakaszonkénti model-
lezése esetében az egyes szakaszoknal a legszorosabban illeszked6 fliggvénytipusbol kell
kialakitanunk azt a modellrendszert, mely az aranyszamok empirikus gorbéjének egészé
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re vonatkozoan az eltérésnégyzetek sszegét minimalissd, illetve a korrelacios index ér-
tékét maximalissa teszi.

A halandosagi tabla tovabbélési rendjenek és haldlozadsi valoszintiségeinek
indirekt modellezése

A halanddsagi tabla tovabbélési rendjének és haldlozasi valdszinliségeinek szintén tobb
matematikai modellje ismeretes.
A halanddsagi tabla tovabbélési rendje példaul az

Zl(lan/ In/;)

formulaval is leirhato, illetve reprodukalhatd, ahol /; az egyéves egzakt életkorig tovabb-
¢lok szamat, /, pedig az Osszes tobbi egzakt ¢letkorig tovabbélok szamat jelenti. Adott
esetben a férfi népesség és a ndi népesség 1983. évi halandosagi tablajanak tovabbélési
rendjét a hatvanykitevok In /,/In /; sorozatdhoz illesztett fliggvények segitségével model-
lezziik. Az egyéves egzakt ¢életkorig tovabbéldk szdma magukbol a halanddsagi tdblakbol
szarmazik. Az egységnyi gyokiivé atalakitott halandosagi tablak tovabbélési rendjének
becsiilt értékeit a fenti formula felhasznalasaval allitottuk eld, melyben a hatvanykitevd
mar az illesztett fiiggvényekkel becsiilt In /,/In /; értékeket jelenti. A korspecifikus hala-
lozasi valosziniiségek becsiilt értékeit a tovabbélési rend becsiilt értékeinek felhasznala-

saval szamitottuk ki g, = (ix ~I., )/ ..

A tovabbélési rend és a haldlozasi valdszintiségek indirekt modellezésének eredményei
szerint modellezési kisérletiink a ndi népesség halandoséagi tablaja esetében sikeresebb mint
a férfiakénal. Ez a megallapitdsunk elsdsorban a halalozasi valoszinliségek modellezési
eredményeire vonatkozdan igaz, de igaz a tovabbélési rend modellezésének eredményeire
vonatkozoan is. A tovabbélési rend és a halalozasi valdszintiségek korai kamaszkori megfi-
gyelt értékeinek eléggé szeszElyes alakulasa jelentdsen nehezitette munkéankat.

A hatvanykitevok tényleges értékeinek modellezése — a férfi és a ndi népesség halando-
sdgi tablaja esetében egyarant — ebben az esetben azzal kezdddott, hogy a 40 éves kor feletti
értékekhez a részosszegek modszerével Gompertz-fiiggvényt illesztiink, melynek természe-
tesen a 40 éves kor alatti életkorokra vonatkozdan is vannak zérustol eltérd helyettesitési ér-
tékei. Ezen értékek és a hatvanykitevok tényleges értékei kozotti, a férfiak esetében 10 éves
kor feletti, a nék esetében 11 éves kor feletti kiilonbségekhez illesztettiik a masodik
Gompertz-fliggvényt, melynek a jelzett életkorok alatti életkorokra vonatkozdan is vannak
zérustol eltérd helyettesitési értékei. E helyettesitési értékek és a hatvanykitevok tényleges
értékei kozotti, a férfiak esetében 2 éves kor feletti, a ndk esetében 0 éves kor feletti kiillonb-
ségekhez illesztettiik a harmadik Gompertz-fiiggvényt, melynek illeszkedése szintén jonak
bizonyult. A ndk esetében a fiatalkori értékek tovabbi korrigaldsa céljabol a momentumok
mddszerével a normédlis eloszlas stirliségfiiggvényét illesztettiik, helyettesitési értékeit az m
momentum 0,14701-et kitevd értékeivel szorozva, ami tulajdonképpen a tényleges és a be-
csiilt értekek kiilonbségeinek Osszege. A harmadik Gompertz-fiiggvény egyébként a ndk
esetében csupan az egyéves, kétéves és a haroméves korra vonatkozé (adott esetben negativ
elgjeli) kiilonbségeket korrigalja. A férfiak esetében a korai felndttkori becsiilt értékek szo-
rultak korrekciora, amit a Heligman—Pollard-formula mésodik komponensének illesztésével
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korrigaltunk. Tovabbi korrekcioktol részint azért tekintettiink el, hogy az illesztett fliggvé-
nyek paramétereinek szamat tovabb ne noveljik, részint pedig azért, mert az illeszkedés szo-
rossagat a tovabbélési rend és a halalozasi valosziniiségek modelljei esetében is mar kielé-
gité mértékiinek tekintettiik.

Az illesztett fliggvények a férfi népesség 1983. évi halandosagi tablaja Inl/, /In/; érté-
kei esetében:

x—40
— az elsé Gompertz-fiiggvény= 0,00001125 94 - 363623 ,07191,00520387 ole=i0) (n=20);
— a masodik Gompertz-fliggvény= 0,47998122 95 -0,96266964 4219108726 3-10) (n=8);
— a harmadik Gompertz-fiiggvény=0,18554514 79 -0,94253995 137792814 1-2) (n=4);

— a Heligmann-Pollard-formula méasodik komponensének modositott valtozata =
= —0,044005515 - exp[—35,9406955- (Inx — In18)*].

E fiiggvények helyettesitési értékeinek 0sszegeként allanak el6 azok a hatvanykitevok,
melyek a /; = 0,97864 hatvanyalapra hatvanyozva a tovabbélok szamanak becsiilt értékeit
¢és ez utobbiak alapjan a halalozasi valoszinliségek ¢és a halandosagi tabla tobbi fiiggvénye
becsiilt értékeit eredményezik.

Az illesztett fiiggvények a ndi népesség 1983. évi halandosagi tdblaja In/, /In/; értékei

esetében:
_ az els Gompertz-fliggvény= 0,0339031462 - 77,392204121:013304228=) .
. . , x-11
— amasodik Gompertz-fiiggvény= 0,65162115 65 - 0,85961294 94109832845 2e-11) (n=11);

— a harmadik Gompertz-fiiggvény= — 0,09031845 92 -0,92715465 11422574413 8% (,, 1y .

2
o Gauss-figgvény— 014701 o {_ (x—8,149989792) }

(27 -5,766973165 2-5,766973165>

E fiiggvények helyettesitési értékeinek 0sszegeként allanak el6 azok a hatvanykitevok,
melyek a /; = 0,98355 hatvanyalapra hatvanyozva a tovabbélok szamanak becsiilt értékeit
¢és ez utobbiak alapjan a halalozasi valoszinliségek ¢és a halandosagi tabla tobbi fiiggvénye
becsiilt értékeit eredményezik.

Megjegyezziik, hogy a tovabbélési rend, a haldlozasi valoszinliségek és a halandosagi
tabla szamos mas fiiggvényének 1éteznek az ebben a dolgozatban bemutatottol eltéré mate-

matikai modelljei is.
*

A javasolt modellezési eljarasok alkalmazasi lehet6ségeinek kiszélesitése érdekében
végzett kisérletek még nem fejezddtek be, hiszen ezek az eljarasok, legaldbbis elvileg, sza-
mos mas esetben is alkalmazhatok. Ezek egy részét e tanulméany szerzdjének John H.
Pollard professzorral kdzosen irott tanulméanya (1995) is bemutatja.

A multban mar szamos kisérlet tortént, hogy az altalanos korspecifikus termékenységi
aranyszamok tényleges értékeit matematikai fliggvények illesztésével modellezziik. Ennek
eredményeként tobb tanulmany is bemutatta a Hadwiger-fliggvény, a gamma fiiggvény, a
lognormalis fiiggvény, a Pearson csalad L. {6 gorbetipusa, a Pearson csalad III. gorbetipusa, a
béta fiiggvény, a harmadfokil polinom, a Wald-fiiggvény, a Weibull-fiiggvény és a
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Gompertz-fliggvény e célra valo felhasznalasat. Igen jo az illeszkedés a Coale és Trussel al-
tal kidolgozott termékenységi modellben. A Coale és McNeil altal eredetileg az els6 hazas-
sagkotések kormegoszlasanak modellezése céljabol kidolgozott eljaras pedig kivalodan al-
kalmas az elso sziiletések korspecifikus aranyszamainak, és alacsony termékenységi szint
esetén az altalanos korspecifikus termékenységi aranyszamok modellezésére. Szamos siker
sziiletett az indirekt modellezés terén is. A halandosagi tabla tovabbélési rendjének és hala-
lozasi valoszintségeinek szamos modellezési kisérlete koziil elsésorban L. Heligman és I. H.
Pollard, valamint Valkovics Emil kisérlete érdemel emlitést.

E dolgozatunk csak igen szerény lépést kivan tenni azon a széles orszaguton, melyet ki-
val6 demografus kutatok az évek hossza soran at megépitettek és vonzova, hasznossa tettek.
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SUMMARY

The paper presents the famous function elaborated and published first in 1825 by Benjamin Gompertz
when introducing the concept of the ,,force of mortality” in mortality analysis. All the life table functions are
formulated by transforming the original Gompertz formula and numerical examples show the enlarged possi-
bilities of the use of the Gompertz function for the purposes of direct and indirect modelling of the general age-
specific fertility rates, the cumulated values of general age-specific fertility rates, the age-specific rates of mar-
tial fertility, the number of women reaching parity i or having at least i children in parity-progression fertility
tables, the age-specific rates of internal migration, the life table survival function and the probabilities of dying
in the life table. It is shown that the Gompertz function may be fitted in special cases even twice or even three
times for improving the quality of fit of the model to empirical data or for creating a system of models consist-
ing of several functions. The corresponding Hungarian data for 1983 were mainly used for demonstration.



1. Az dltaldnos korspecifikus termékenységi ardnyszamok indirekt modellezése
a kumulalt értékeikhez illesztett Gompertzfiiggvény segitségével
(Magyarorszag, 1983)

Eletkor S50 ": Eletkor

M (ind.

(‘;V) ﬁ fY ) Z fY o) y(-l;é(‘)’)s Sy (y) | fGOM (ind )y (¥)
15 15 ’
16 0,0094 0,0112 15,5 0,0094 0,0112
17 0,0332 0,0336 16,5 0,0238 0,0224
18 0,0799 0,0791 17.5 0,0467 0,0455
19 0,1598 0,1548 18,5 0,0799 0,0757
20 0,2752 0,2619 19,5 0,1154 0,1071
21 0,4122 0,3953 20,5 0,1370 0,1334
22 0,5641 0,5459 21,5 0,1519 0,1506
23 0,7129 0,7028 22,5 0,1488 0,1569
24 0,8620 0,8567 23,5 0,1491 0,1539
25 1,0024 1,0004 24,5 0,1404 0,1437
26 1,1316 1,1296 25,5 0,1292 0,1292
27 1,2425 1,2424 26,5 0,1109 0,1128
28 1,3367 1,3385 27.5 0,0942 0,0961
29 1,4164 1,4190 28,5 0,0797 0,0805
30 1,4839 1,4854 29,5 0,0675 0,0664
31 1,5383 1,5396 30,5 0,0544 0,0542
32 1,5826 1,5834 31,5 0,0443 0,0438
33 1,6185 1,6186 32,5 0,0359 0,0352
34 1,6476 1,6467 33,5 0,0291 0,0281
35 1,6712 1,6691 34,5 0,0236 0,0224
36 1,6896 1,6868 35,5 0,0184 0,0177
37 1,7046 1,7009 36,5 0,0150 0,0141
38 1,7157 1,7119 37,5 0,0111 0,0110
39 1,7241 1,7206 38,5 0,0084 0,0087
40 1,7306 1,7275 39,5 0,0065 0,0069
41 1,7352 1,7329 40,5 0,0046 0,0054
42 1,7386 1,7371 41,5 0,0034 0,0042
43 1,7412 1,7405 42,5 0,0026 0,0034
44 1,7425 1,7431 43,5 0,0013 0,0026
45 1,7432 1,7451 44.5 0,0007 0,0020
46 1,7436 1,7467 45,5 0,0004 0,0016
47 1,7437 1,7480 46,5 0,0001 0,0013
48 1,7438 1,7490 47,5 0,0001 0,0010
49 1,7438 1,7497 48,5 0,0000 0,0007
50 1,7438 1,7503 49,5 0,0000 0,0006
Az eltérésnégy- 3 4
zetek Bsszege - 0,00118273 - - 0,00023105

2
'y ny(y)—fGOMny(y)} |
y LI15 15
Sty () - fGOM(ind )y ()F.
ki s



2. Az 1983. évi magyarorszdgi dltaldnos korspecifikus termékenységi ardnyszdmok

50 [lnilmfy (v)n3:1000£; (y)]
>°1000 1, )" .
15

transzformdcion alapulé indirekt modellezése

l:kz éhatf_:::s A oyl A ; |Az ltalénos k;{m&ciﬁkm termékenységi
termékeny- e Az ﬂmlﬁ korspecifikus
i termékenységi s
E’(‘;'f,‘)‘" r In 3710007y ()/In 310007y () ikt hadh El(:v")‘" tényleges | indirekt modon becsalt

y tényleges 15 15 kumulélt értékei y+0,5

kumulalt (x1000) értékei (x1000)

értékei értékek

(x1000)
(1) @) d | @ | ® ©® | @ 8) ® | ao | an
16 94 030021 037594  0,32036 165 109 155 9,4 16,5 109
17 332 046927 047442 045859 345 30,7 16,5 238 18,0 198
18 799 0,58693  0,56648  0,58272 686 774 175 46,7 34,1 467
19 159,8 067980 064848 068131 1265 161,6 185 799 579 842
20 2752 075263 071887 075322 2139 276,4 19,5 1154 87.7 114,8
21 4122 0,80676 077761 080622 3316 410,5 20,5 137,0 117,7 134,1
22 564,1 084879 082559 084745 4744 5585 215 151,9 142,8 148,0
23 7129 0,88016 086415 088002 6326 7122 225 148,8 1582 153,7
24 862,0 0,90560 089475 090566 7949 862,4 235 149,1 162,3 1502
25 10024 092582 091879 092584 9512 1002,6 245 140,4 156,3 140,2
26 11316 094206 093756 094178 10942 11292 255 1292 143,0 126,6
27 12425 095459 095212 095444 12198 1241,1 26,5 110,9 125,6 1119
28 13367 096438 096337 096452 13267 1338,1 275 942 106,9 97,0
29 14164 097214 097203 097254 14152 14206 285 79,7 88,5 82,5
30 14839 097838 097869 097888 14874 14895 295 675 722 689
31 15383 098320 098379 098386 1545 15459 30,5 54,4 57,1 564
32 1582,6 098700 098770 098772 15908 1591,1 315 443 45,7 452
33 1618,5 099001 099069  0,99070 16267 1626,9 325 359 359 358
34 16476 099240 099298 099298 16548 1654.8 335 29,1 28,1 279
35 16712 099430 099473 099473  1676,5 1676,5 345 236 21,7 21,7
36 1689,6 099577 099606 099606 16933 16933 355 184 16,8 16,8
37 1704,6 099695 099708 099708 17062 17062 36,5 150 129 129
38 1715, 099782 099785 099785 17160 17160 375 11,1 9.8 9.8
39 1724,1 099848 099844 099844 17236 17236 385 8,4 76 76
40 17306 0,99898 099890  0,99890 17295 1729,5 395 6,5 59 59
41 17352 099934 099924 099924 17339 17339 405 46 44 44
42 17386 0,99960 099950  0,99950 17373 17373 415 34 34 34
43 17412 099980 099970 099970 17399 17399 425 2,6 2,6 26
44 1742,5 0,99990  0,99986  0,99986 17420 1742,0 435 1,3 2,1 2,1
45 17432 0,99995 099997  0,99997 17434 1743 4 45 0.7 1,4 14
46 17436 0,99998  1,00006  1,00006 17446 17446 455 0.4 12 12
47 17437 099999 100013 100013 17455 1745,5 465 0,1 0.9 0,9
48 17438 1,00000 1,00018  1,00018  1746,1 1746,1 475 0,1 0,6 0,6
49 17438 1,00000 1,00022  1,00022 17467 1746,7 485 0,0 06 0,6
50 17438 1,00000 1,00025  1,00025 17471 1747,1 495 0,0 0,4 04

Az eltérésnégyzetek Osszege 35501,14 445,54 - = 31625 134,13
Az illeszkedés szorosséga (1) 0,99857  0,99998 . - 098387  0,99932

: 7622208l -13
1 10001y ) 1743,41,000345580:0,276962634° g
15
y -
1 10001y (v)- :143,4*0’3063752240,5530046?8'”""”“‘""’w,145397075{1,3050?0345’-'“‘"“”" ¥).1,000345618.0,7773627820 73451502y

15



3. Az 1983. évi magyarorszagi dltaldnos korspecifikus termékenységi aranyszamok
fyM )[lnf ) ins, ()] transzformdcion alapulé indirekt modellezése

Az dltaldnos | Atényleges IO VInfi(M) S~
k ifikus
Eletkor Olspﬁgn yiigl In f},(y) negyedfokh Gompertz Gompertz negyedfokil Gompertz Gompertz l
(&v) termék ¢ —ln v armpandlis fiiggvénnyel és|fuggvénnyel és| ortogomdlis fiiggvénnyel és|figgvénnyel és
y+0,5 a'ré“:s]?m 7§ F( ) polinomuzal exponencidlis |  hatvany- polinomamal exponencidlis |  hatvany-
é‘:’ékgfs értékek fiiggvénnyel | fiiggvénnyel — | figgvénnyel | figgvénnyel
becsillt értéke indirekt modon becsalt értékei
(1) ) [©) @ | o | © o | ®" [ 9o
155 0,0094 2,47650 2,37579 2,53752 2,24628 0,0114 0,0084 0,0145
16,5 0,0238 1,98355 1,97615 1,98547 1,89961 0,0241 0,0237 0,0279
175 0,0467 1,62587 1,65799 1,59404 1,61545 0,0440 0,0496 0,0476
18,5 0,0799 1,34090 1,41208 1,32714 1,39100 0,0699 0,0820 0,0727
19,5 0,1154 1,14583 1,22979 1,15519 1,22233 0,0985 0,1134 0,0999
20,5 0,1370 1,05478 1,10307 1,05446 1,10460 0,1251 0,1371 0,1247
215 0,1519 1,00000 1,02441 1,00638 1,03232 0,1451 0,1501 0,1429
225 0,1488 1,01094 0,98690 0,99682 0,99970 0,1557 0,1528 0,1520
235 0,1491 1,00987 0,98418 1,01522 1,00089 0,1565 0,1476 0,1516
245 0,1404 1,04178 1,01048 1,05404 1,03024 0,1489 0,1372 0,1435
255 0,1292 1,08580 1,06059 1,10800 1,08267 0,1355 0,1239 0,1300
26,5 0,1109 1,16693 1,12988 1,17359 1,15373 0,1189 0,1095 0,1137
275 0,0942 1,25354 121427 1,24857 1,23969 0,1017 0,0951 0,0967
285 0,0797 1,34223 1,31028 1,33163 1,33763 0,0846 0,0813 0,0804
295 0,0675 1,43040 1,41499 142213 1,44536 0,0695 0,0686 0,0656
305 0,0544 1,54489 1,52603 1,51984 1,56131 0,0564 0,0570 0,0527
315 0,0443 1,65387 1,64165 1,62483 1,68445 0,0453 0,0468 0,0418
325 0,0359 1,76543 1,76062 1,73735 1,81413 0,0363 0,0379 0,0328
335 0,0291 1,87687 1,88231 1,85782 1,95000 0,0288 0,0302 0,0254
345 0,0236 1,98803 2,00666 1,98673 2,09188 0,0228 0,0237 0,0194
355 0,0184 2,12010 2,13417 2,12460 2,23971 0,0179 0,0182 0,0147
36,5 0,0150 2,22851 2,26593 2,27205 2,39349 0,0140 0,0138 0,0110
375 0,0111 2,38829 2,40357 2,42974 2,55327 0,0108 0,0103 0,0081
385 0,0084 2,53618 2,54932 2,59838 2,71910 0,0082 0,0075 0,0060
395 0,0065 2,67226 2,70597 2,77873 2,89103 0,0061 0,0053 0,0043
405 0,0046 2,85572 2,87689 2,97159 3,06912 0,0044 0,0037 0,0031
41,5 0,0034 3,01612 3,06600 3,17784 3,25343 0,0031 0,0025 0,0022
425 0,0026 3,15847 327782 3,39840 3,44403 0,0021 0,0017 0,0015
435 0,0013 3,52628 3,51742 3,63427 3,64097 0,0013 0,0011 0,0010
445 0,0007 3,85476 3,79046 3,88651 3,84430 0,0008 0,0007 0,0007
455 0,0004 4,15172 4,10314 4,15627 4,05410 0,0004 0,0004 0,0005
46,5 0,0001 467218 446227 4,44474 427040 0,0002 0,0002 0,0003
475 0,0001 488733 4,87520 4,75323 4,49328 0,0001 0,0001 0,0002
485 0,0000 537355 5,34987 508314 472278 0,0000 0,0001 0,0001
495 0,0000 5,74136 5,89478 543594 4,95896 0,0000 0,0000 0,0001
Az eltérésnégyzetek dsszege - g = 0,00095524  0,00010929  0,00071739
Az illeszkedés szorossiga (I) 5 : ) 0,99515 0,99945 0,99636

*®] A 10— 0 07! 2 1073 3 1075 4
ffy(y)=0,1519[2,732628]]3]0 3,420632080-10" y+1,579091139-107 y°-3,153295305-10 y"+2,380653548-10 y]

i 1,05257071 617 ~14.5)
| Fy (y) = 0,151 9[1656,454095-0,0016‘?47 19 +0,196201008-exp(0,06710401y)]

s fy(y) — 0.1519[30:82870707-0,077644828" *77*4

(y-14,5)

+0,000440126y>'97 1]



4. A hdzas termékenység 1983. évi magyarorszagi korspecifikus aranyszamainak
direkt modellezése Gompertz-fiiggvény segitségével

. A hazas termékenység : A hazas termékenység

letkor Gompertz Eletkor Gompertz=
y(-f{‘)?s tényleges ﬁlgbge\;:::yel y(i;v)s tényleges faggvénnyel becsalt

korspecifikus aranyszamai®’ korspecifikus aranyszimai*’
(1 | 3) ) (5) i (6)

15.5 0.8516 0,5009 34,5 0.0246 0.0240
16,5 0,5009 0.4595 339 0.0194 0,0134
17.5 0.4130 0.4191 36.5 0.0153 0,0181
18.5 0,3543 0.3800 i 0.0112 0.0098
19.5 0.3177 0.3424 38.5 0,0085 0.0070
20.5 0.2737 0.3065 39.5 0.0063 0.0049
21,5 0,2489 0.2724 40,5 0.0045 0.0033
22.5 0.2131 0,2403 41,5 0.0032 0,0022
23,5 0.1960 0.2103 42,5 0.0025 0,0014
245 0,1743 0,1825 43,5 0.0012 0.0009
25,5 0,1542 0,1569 445 0.0007 0.0006
26.5 0,1297 0,1336 45.5 0.0003 0.0003
27,5 0.1087 0.1126 46.5 0,0001 0,0002
28.5 0.0909 0,0939 47.5 0.0000 0,0001
29,5 0,0758 0.0773 48.5 0.0000 0,0001
30.5 0.0604 0.,0629 49,5 0.0000 0.0000
3155 0.,0487 0.0505

325 0,0389 0.0400 Az eltérésnégyzetek

Osszege - 0.12879333
33.5 0,0312 0.0312 Az illeszkedés
szorossaga (1) - 0.940712

¥ 7. (y)=1933668155x0.2809897671 020214
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