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VEGES SOKASAG ES KIS MINTAK ESETEN
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A cikk f6 célja annak vizsgalata, hogy az ellendrzési gyakorlatban széles korben hasz-
nalt és oktatott nagymintas becslofiiggvény (M1) milyen feltételekkel alkalmazhatd a soka-
sagi arany meghatarozasara (attribute sampling) kis mintak esetén.

A téma altalanos megkozelitése céljabol tobb becslési eljarast is megvizsgaltunk, mind a
hagyoményos mintavételi megkozelités, mind a bayesi megkozelités teriiletérél. A mintavé-
teli statisztika megkozelitését alkalmazva megsziiletett egy uj becslofiiggvény (M3), ezen ki-
viil megalkotasra keriilt két konkrét bayesi intervallumbecslés, valamint egy vegyes szemlé-
letii becslés is. Az egyes becslofiiggvények elemzése megmutatta, hogy a sokasagi arany el-
vart megbizhatosagli becsléséhez legalabb 150-200 elemii minta sziikséges a nagymintas
(M1) becslofiiggvénnyel, ezzel szemben a tobbi becslés kielégitdé modon miikodik kisebb
mintakra is. Az informativ priort hasznalo bayesi becslések nagysagrendekkel sziikebb inter-
vallumot adnak, amennyiben helyes priort hasznalunk.

A becslésekrdl sz616 részt kiegésziti a hipotézisvizsgalat, tovabba az Allami Szamve-
v6széknél is hasznalt IDEA nevii konyvvizsgalati szoftver megfelelé moduljainak rovid
leirasa.

TARGYSZO: Sokasagi arany. Attribute sampling. Hipergeometriai eloszlas. Megbizhatosagi szint.

A statisztikai eljarasok egyre fontosabb szerepet toltenek be a pénziigyi-gazdasagi
ellendrzés teriiletén. Az ellenérzés egyik legfontosabb funkcidja az, hogy bizonyossa-
got szerezzen egy adott szervezet, szervezeti egység, vagy intézményrendszer megfele-
16 miikddésrol, és gyakran felmeriil az igény, hogy meghatarozzuk a bizonyos szem-
pontoknak (attribute, characteristic) megfeleld egyedek (példaul szabalytalan kifizeté-
sek vagy egyéb téves tranzakciok stb., amiket a késdbbiekben mindsitett egyedeknek
fogunk nevezni) sokasagi aranyat. Természetesen a legtdbb esetben az auditor eltiir egy
minimalis hibaaranyt, de ha az atvilagitas sordn arra a kovetkeztetésre jut, hogy a valos
hibaarany ezt meghaladja, akkor kénytelen elmarasztalé véleményt kiadni az adott
szervezetrol.

A szerzé koszonetet mond dr. Hunyadi Ldszlonak, akinek javaslatara e tanulmany megsziiletett, és annak elkészitését
kezdett81 fogva feliigyelte. Koszonet illeti Kdnnai Zoltdnt, alapos lektori munkajaért, tovabbéa az Allami Szamvevészék vezetSit
és munkatarsait, kiilonosen dr. Csapodi Palt és dr. Lordnt Zoltant, hogy lehetévé tették a cikk megirasat, és tanacsaikkal javi-
tottak annak mindségén.

Statisztikai Szemle, 82. évfolyam, 2004. 12. szam
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Nyilvanvalo, hogy felesleges kapacitasokat vonna el az dsszes tranzakcio tételes el-
lendrzése, ezért bevett gyakorlat a mintavétel és a mintabol vald kovetkeztetés. Ezzel
egylitt azonban fontos elvaras, hogy ezek a kovetkeztetések megalapozottak (statiszti-
kailag aldtdmaszthatdak) és 6sszehasonlithatdak legyenek, ezért sziikséges, hogy a ko-
vetkeztetéseknél feltiintessiik a megbizhatdsagi szintet. A hazai és nemzetkozi ellenér-
zési gyakorlatban leginkabb a 95 szdzalékos megbizhatdsagi szint hasznalata honoso-
dott meg.

A tanulmany az aranybecslési eljarasokat tekinti at. Alapozod statisztikai konyvek-
ben tdbbnyire a visszatevéses mintavétel esetére alkalmazhatd, normalis eloszlassal va-
16 kozelitésen alapuld becslofiiggvényt mutatjdk be. Az ellendrzési szakma azonban
jellegébdl adddoan kizardlag visszatevés nélkiili mintavételi tervekkel foglalkozik, to-
vabba szintén az ellendrzési szakma sajatossagai miatt szigorian csak véges sokasago-
kat, és jellemzden kis (100 tételnél kisebb) egyedszamu mintakat vizsgalnak. Ezért in-
dokolt megvizsgéalnunk, milyen becsldfiiggvények készithet6k a sokasagi aranyra ilyen
keretek kozt. Hangsulyozni kell, hogy a sokasag végességébol kovetkezoen a sokasagi
arany nem vehet fel barmilyen értéket; ennek ellenére az eljarasokat tigy vezetjiik be,
hogy figyelmen kiviil hagyjuk az eloszlasok, illetve a lehetséges értékek diszkrét jelle-
gét, és a targyalas soran a kdnnyebb érthetdség kedvéért tobb esetben folytonosnak fel-
tételezziik oket.

A téma targyalasa sordn hallgatélagosan tobbszor ki fogunk hasznalni egy olyan fel-
tevést, ami az egész ellendrzést szuperpopulacids kontextusba helyezi. Egy adott ellendr-
z¢s soran tipikusan adott szervezet(ek) adott idoszakra vonatkozoé tevékenységét vizsgal-
juk, és a specialis esetektdl eltekintve nincs okunk feltételezni, hogy a vizsgalt idoszak
iigymenete érdemben eltért a nem vizsgalt idészakok tigymenetétdl, illetve — alternativ
megkdzelitésben —, hogy a vizsgalt szervezet iigymenete eltér a hozza hasonl6 szerveze-
tek tigymenetétdl. Ebbdl kdvetkezden a vizsgalt sokasadg maga is egy mintanak tekinthe-
td, konkrétan egy végtelen sokasagbodl vett meta-mintanak, amelynek eloszlasardl a ko-
rabbi ellendrzési tapasztalatok alapjan mar komoly elozetes ismeretekkel is rendelkezhe-
tiink. Példaként emlithetjiik a szamviteli szabalytalansagok el6forduldsi gyakorisagat,
melynek nagysaga tobb évre visszatekintve is stabil, rendszersajatossagokat tiikrdzo pa-
raméter.

1. BECSLES

Miel6tt ratérnénk a becslések részletes targyalasara, vezessiik be a kovetkezd jelolé-
seket:
Legyen N a sokasag egyedszama, M a sokasag mindsitett egyedeinek szama, n és m

. . . D M .
pedig a minta hasonlo értékei (adott esetben hasznalni fogjuk a P = N ésa p= ud je-
n

161éseket is). Legyen o a becslés soran elkdvethetd elsdfajii (mintavételi) hiba rogzitett
valoszinlisége (tehat 1— o a megbizhatdsagi szint), tekintsiik tovabba az N elemi soka-
sagbol nyerheté, kiilonbozé kimenetelii mintak S:={S;} halmazat.” Els6é feladatunk a
pontbecslés lesz, ami nem okoz kiilondsebb nehézséget.

2 Egy minta kimenetelén az n, m paramétereket értjiik.
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1.1. Pontbecslés

A sokasagi arany pontbecslése els6 megkdzelitésben a megfeleld mintabeli értékkel

(P = p =—) torténik. A mintabeli érték torzitatlanul becsiili a sokasagi értéket:
n

E(p)= E[ﬂj = %E(m) = %n

M
n N

M
N b

ugyanis m jelen feltételek mellett hipergeometriai eloszlast kovet, és a hipergeometriai
nM
eloszlas varhato értéke YR

Alternativ megoldast kinal a pontbecslésre a bayesi megkozelités. Ehhez priorként
szolgal, ha a sokasagi hibaszamrol feltessziik, hogy binomialis eloszlast (N , PO) para-

meéterekkel, ahol F, a korabbi ellendrzési tapasztalatokbol ismert, rendszersajatossagot

tiikrozo stabil paraméter. A minta hibaszamardl tudjuk, hogy adott sokasagi hibaarany
mellett N, M, n paramétertl hipergeometriai eloszlast kovet, tehat igy mar meghataroz-

hat6 N (pontosabban M) posterior eloszlasa is. A posterior eloszlas ismeretében tobb-

féle elven is (példaul a posterior eloszlas varhato értéke, medianja, modusza, stb.) ké-
szithetd pontbecslés, de ezek részletezését terjedelmi okok miatt melldzziik. Céljaink-
nak megfelel, ha becsiilt értékként a posterior eloszlas moduszat adjuk meg, tehat azt a
sokasagi hibaaranyt, amely mellett legvaldszintibb a kapott minta el6fordulasa. Valasz-
tasunkat egyrészt indokolja a modusz viszonylag konnyli meghatarozhatosaga, mas-
részt pedig vonzova teszi a maximum likelihood szerii interpretalhatésag is. Megje-
gyeznénk, hogy hatranya is van a médusz valasztdsanak, ugyanis az amugy ,,jol visel-
kedd” (értsd: ,,haranggoérbe-szerii”) eloszlasoknak diszkrét esetben két — amugy szom-
szédos — modusza is lehet. Az egyértelmiiség kedvéért mi kovetkezetesen a nagyobb
moéduszt fogjuk hasznalni.

Gyakorlatban a modusz meghatarozasihoz minden M & [m; N —n+m| paraméterre ki

kell szamolni a posterior valosziniiséget, és meg kell keresni azt az M-et, ahol ez felveszi

a maximumat:
N MYN-M
M mM\ n—m

wZeall PP L)

Ismert N, n és m mellett ez a szamitas nagyon konnyen elvégezhetd, példaul az Excel
felhasznaldsaval. Ennek ellenére most levezetiink egy eljarast, amivel egyszeriibben is
meghatarozhaté a modusz helye.

Algebrai atalakitasokkal igazolhatd, hogy a posterior valdsziniiségeloszlast a kovet-
kez6 gyakorisagfliiggvénnyel adhatjuk meg:

(M) =
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N —
M) { ’ jPoM'"(l—E))N_"_(M_'”)-
M—-m

Ezt a formulat megvizsgalva latszik, hogy a gyakorisagfiiggvények barmely m esetén
egymasnak az ,x-tengely” (a fiiggetlen valtozo, jelen esetben M) mentén valo eltoltjai,
ezért clégséges csak az m=0 esetre elvégezni a szamitast, a tobbi értéket az
fi(M) = f,(M —x) azonossag felhasznalasaval kapjuk. Ha m =0, a kdvetkezd, egysze-

rUsitett formulat kapjuk:
N —
(M) = ( y "jPoMa BN M

M egységnyi novekedésekor ez a kovetkezOképpen valtozik meg:

fM+1) _N-n-M R
fM M+l 1-p)

Ez a fiiggvény M-ben monoton csdkken, tehat a (legnagyobb) modusz annal a legki-
sebb M-nél lesz, ahol a fliggvény értéke egynél kisebb (tobb mdodusz esetén a nem maxi-
malis moduszokra a monotonitds miatt a hanyados értéke 1). Ezt a feltételt felirva az
m=0-ra a médusz helye:

M, o =[(N-n+1)P,-1],

ahol [ | jeldli a felfelé kerekités miiveletét.

. . ~ M, _,+
Ez felhasznalva kapjuk a végleges bayesi pontbecslést: P = Bm=o T

1.2. Intervallumbecslés

Az intervallumbecslés kérdései és tulajdonsadgai korantsem olyan kidolgozottak a
szakirodalomban, mint a pontbecslésé. Elegendd arra utalni, hogy az intervallumbecslés
tulajdonsagait tobbnyire a neki megfeleltethetd teszt tulajdonsagaibol szarmaztatjak.
Ezért indokolt egy kicsit részletesebben bemutatni az intervallumbecslés elméleti alapjait,
kiilonds tekintettel a hagyomanyos €s a bayesi szemlélet egységes kezelésére, valamint a
diszkrét eloszlasokbol adodo és randomizalassal megoldhatéd problémakra.

1.2.1. Elméleti bevezetés

Formalisan az intervallumbecslés egy olyan halmazértékii leképezés, amely egy adott
mintdhoz és megbizhatosagi szinthez hozzarendeli a valos szamegyenes egy intervallu-
mat ugy, hogy az megfeleljen bizonyos elvarasoknak. Azonban az, hogy mik ezek az el-
varasok, mar korantsem ilyen magatol értet6do.
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1. abra. Intervallumbecslés

0.(S) 04S) Sokaséagi paraméter értéke
>

»

Az S; kimeneteli mintahoz
tartozo intervallumbecslés.

A mintavétel lehetséges kimenetelei

A konfidenciaintervallum latszolag egyértelmii definicidja (,,az az intervallum, amely
a becsiilni kivant sokasagi jellemz6t adott valosziniiséggel tartalmazza”) pontatlan abban
az értelemben, hogy nem hatarozza meg a valosziniiségi mez6t, azaz azt, hogy milyen
populécion kell kiszamitani, ,,mihez kell viszonyitani” a valészintiséget.’

A valdszinliségi mez6t tobbféleképpen lehet meghatarozni. A természetes definicio a
Hteljes” valoszinliségi mez6. Ez azt jelenti, hogy valosziniiségi valtozonak tekintjiik mind
a becsiilni kivant sokasagi paramétert, mind pedig a mintat.* Ilyenkor a konfidenciainter-
vallum definicidjaban az &sszes lehetséges sokasagbol vett dsszes elképzelheté mintan kell
kiszamolni a lefedés valoszinliségét, ami az 1. abran azt jelenti, hogy a besatirozott rész te-
riiletének ki kell tennie a teljes teriilet megbizhatdsagi szintnek megfelelé szazalékat.

Ennek az értelmezésnek egy specidlis esete a hagyomanyos (mintavételi) statisztika-
hoz kotodik. A mintavételi statisztika egyik alapfeltevése, hogy a becsiilni kivant sokasa-
gi jellemz6 ismeretlen ugyan, de mégsem valosziniiségi valtozo. A megbizhatdsagi szint
ebben az esetben gy is értelmezhetd, mint egy feltételes valosziniiség, ahol a feltételt a
konkrét sokasag jelenti. Megemlitendd, hogy ezzel tokéletesen dsszhangban van az inter-
vallumbecslés alapozo statisztika tankdnyvekben talalhatd interpretacidja: ,,ismételt min-
tavétel esetén az esetek atlagosan (1—a)-100 szézalékaban igaz az, hogy az igy szami-

tott intervallum lefedi a keresett sokasagi jellemzdt”. Nyilvanvald, hogy ha egy becslés
ebben az értelemben teljesiti a konfidenciaintervallum-becslés kritériumait, akkor a teljes
valoszinliségi mez6n nézve is teljesiti azt. (Lasd a 2. abrat.)

Egy masik specialis eseteként targyalhato a bayesi felfogas, ahol a becsiilt intervallum
a sokasagi jellemz0 értékét az adott kimenetelli mintak halmazan fedi le elére rogzitett
valdszinliséggel. Az els6 specialis esethez hasonléan most is minden, e definicio szerinti

3 A kovetkezékben felvaltva, szinonimaként fogom hasznalni a valosziniiség, varhaté érték és a mérték fogalmakat. Ez
megengedhetd, hiszen egy esemény bekovetkezési valdszinlisége megegyezik az esemény karakterisztikus fiiggvényének var-
haté értékével.

4 A sokasagi paraméter valészintiségi valtozoként valé kezelése — mint arra kordbban mar utaltunk — legkdnnyebben szu-
perpopulacios megkozelitéssel ideologizalhato, tehat azzal, hogy a vizsgélt sokasag maga is egy nagyobb, adott esetben végte-
len elemszamu sokasagbol, a ,,szuperpopulaciobol” vett minta.
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konfidenciaintervallum-becslés megmarad konfidenciaintervallum-becslésnek a teljes va-
16szintiségi mezén torténd értelmezés alapjan is.”

2. abra. A mintavételi statisztika konfidenciaintervallumai

0, 0, 03 Sokasagi paraméter értéke
>

»

A sokasagi paraméter tetszoleges értéke

mellett a konfidencia intervallumok
megbizhatosagi szinttel megegyezd
héanyada tartalmazza az adott paramétert.

\
v —

3. abra. Bayesi konfidenciaintervallumok

A mintavétel lehetséges kimenetelei

Sokasagi paraméter értéke
>

= '

\— A ,sotétitett” részek bekovetkezési

valosziniisége minden kimenetel
mellett a megbizhatosagi szinttel
egyezik meg.

A mintavétel lehetséges kimenetelei

A tovabbiakban konfidenciaintervallum becslésén a kovetkezot értjik: Az
(1-a)-100 szazalékos megbizhatdsagi szinthez tartozd konfidenciaintervallum-

becslésnek nevezziik azt az intervallumbecslést, amely a teljes valdszinliségi mezon sza-
molva az esetek (1—a)-100 szazalékaban tartalmazza a keresett sokasagi jellemzot. (Az

abran a besatirozott rész teriiletének kell kitennie a teljes teriilet (1—a)-100 szazalékat,

° Konnyen lathato, hogy a megbizhatdsagi szint a binaris értékek (az adott mintahoz rendelt intervallum vagy tartalmazza,
vagy nem tartalmazza a sokasagi értéket) ,,atlagat” jelenti. A feltételes valoszinliségekben szereplo feltételek teljes esemény-
rendszert alkotnak, tehat a teljes mez6n értelmezett varhato érték ezeknek a feltételes varhato értékeknek a stlyozott atlaga.
Kozismert, hogy az atlag mindig a legkisebb és a legnagyobb atlagolandé érték kozé esik, és ebben az esetben az dsszes atlago-
lando érték megegyezik.
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egy¢eb feltevések nincsenek). A korabban leirtakbdl kovetkezik, hogy ez a definicid mind
a bayesi statisztika, mind pedig a mintavételi statisztikai konfidenciaintervallum fogal-
manak altalanositésa.

Az intervallumbecslés ilyen hosszil felvezetését az indokolta, hogy a két definialt
specialis esetbdl teljesen mas intervallumkészitési eljaras kovetkezik.

Az elemezni kivant probléma (sokasagi arany becslése) adott megbizhatosagi szint
mellett leegyszerisithetd a kovetkezé problémara: Ismert N, n és m mellett készitslink
konfidenciaintervallum-becslést M-re.® Ennek a feladatnak a megoldasa azért egysze-
riibb, mivel az S:={S;} halmaznak most csak az n mintaeclemszamu elemeit kell megvizs-
galni, melyeket a tovabbiakban m-mel, a mintaban 1év6 mindsitett egyedek szamaval rep-
rezentalunk. Az intervallumkészitési modszerek bemutatasahoz tekintsiik tehat az M és m
Osszes lehetséges értékét, tovabba az adott m-hez tartozo intervallumbecslést tartalmazo,
n+ 1 sorbol (m=0...n) és N+ 1 oszlopbol (M = 0...N) allé matrixot.

M

0o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 N
01X |X|X|[X
1 XX [|X|X]|X
2 XX |X[|X[X
3 XX X[X[|X]|X
4 XIX[X[X[|X|X

XX X|X[X|[X]|X
XX X|X[X|X]|X
XXX |X[X|X]|X

n
m

A bayesi intervallumkészitési eljaras soran eldszor meghatarozzuk minden m-hez M
feltételes (posterior) eloszlasfiiggvényét; az intervallumot tigy kapjuk, hogy meghataroz-
zuk ezen eloszlas megbizhatosagi szintnek megfeleld kvantiliseit. Nyilvanvalo, hogy az
igy kapott intervallumbecslés konfidenciaintervallum-becslés, hiszen minden m mellett a
tartalmazas feltételes valoszinlisége egyenld a megbizhatosagi szinttel.

Szo6t kell ejteniink arr6l a gyakorta felmeriilé nehézségrdl, hogy a probléma diszkrét
jellege miatt nem talalhaté megfeleld kvantilis, el6fordulhat, hogy egy adott M még alatta
van a keresett értéknek, a szomszédja viszont mar felette. Ebben az esetben a kovetkezd
eljarast kovetjiik. Els6 1épésként alapintervallumnak tekintjiik azt a legbdvebb intervallu-
mot, amely az elméleti kvantiliseken beliil esik, majd ehhez az alapintervallumhoz képez-
ziik a randomizalt intervallumot. A randomizalt intervallum gy keletkezik, hogy az alap-
intervallumot a kovetkezd szabaly alapjan kibdvitjiik a szomszédos elemmel (a példat az
intervallum als6 végpontjara irjuk fel, a felsé végpont esetén analdég mddon jarunk el).

% Konnyen lathato, hogy az eredeti feladat megoldast az egyszeriisitett feladat megoldasanak N-nel valo osztasaval kap-
juk.
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Tekintsiik az alapintervallum also végpontjat, tehat azt az M, értéket, amely minima-

lizdlja az F(M, |m)2% implicit egyenlet’ bal oldalat (ekkor nyilvan

F(Ma—1|m)<%). Legyen p olyan, hogy p-F(M,-1|m)+(-p)-F(M,|m)=

R

A randomizalt intervallum als6 végpontja p valdszinliséggel M, — 1, 1 — p valdsziniiség-
gel pedig M,

A mintavételi statisztika filozofiajabol kovetkezd intervallumkészitési eljaras ennél
oOsszetettebb: egy adott my-hoz gy rendeljiik az M,(mg) és M/(m,) intervallumvégponto-

kat, hogy azok minimalizaljak a Pr(m >my | M, )= % , illetve a Pr(m<my | M ;)2 %

implicit egyenletek bal oldalat.

Mivel az F(m| M) feltételes eloszlasfiiggvény mindkét valtozdjaban monoton, ezért
a fenti implicit egyenletek konnyen megoldhatok. Konnyen lathaté tovabba, hogy azon
m-ek halmaza, melyekre egy adott M; benne van az M,(m) és M(m) alkotta intervallum-
ban, szintén intervallum, éspedig olyan intervallum, aminek tetszéleges m elemére

Pr(x>m|M,;)> % és Pr(x<m|M,)> % . Ebbdl kovetkezik, hogy tetszSleges M; mel-

lett a tartalmazas feltételes valészintisége nem nagyobb, mint (1- o) 100 szazalék. ®

s

Az a feladatunk, hogy randomizalassal kib&vitsiik ezt a becslést ugy, hogy az torzitat-
lan legyen (magyarul hogy a tartalmazas feltételes valoszinlisége minden M; mellett meg-
egyezzen a megbizhatosagi szinttel). Ezt a kovetkez6 modon fogjuk megtenni.

M
o1 2 3 4 5 6 7 8 9 . . . . . . . . N
01X |[X|X]|X]|X
1 XX |X|X[|X
2 XX | X|X|[X]X
3 XX | X|X]X]X|X
4 X X|X]IX]X[X]|X]|X
XXX X[X|X]|X]|X
XIX | X|X|X|X[|X]|X]|X
XX |X[X[X[X
n
m

7 A konvencionak megfeleléen F (x):=Pr(/7<x) jelli az eloszlasfiiggvényt, azaz annak valdsziniiségét, hogy a valdszinii-
ségi valtozo az argumentumnal kisebb értéket vesz fel.

§ A mintavételi statisztika intervallumkészitési eljarasat szokés az Gigynevezett pivot fiiggvények definidlasaval bevezetni.
A pivot fliggvény olyan valos értékii fiiggvény, amelynek két argumentuma a minta és a becsiilni kivant sokasagi jellemzd, to-
vabba a fliggvény a becsiilni kivant sokasagi jellemzdben folytonos és monoton, valamint eloszlasa fiiggetlen a becsiilni kivant
sokasagi jellemz6tol. Megmutathatd, hogy az F (m | M) feltételes eloszlasfiiggvények eleget tesznek a pivot fiiggvénnyel szem-
ben tamasztott kdvetelményeknek, amib6l pedig kovetkezik, hogy a fent leirt intervallumkészitési eljaras megfelel az F (m | M)
feltételes eloszlasfiiggvény mint pivot fiiggvény felhasznalasaval valo intervallumkészitési eljarasnak.



A SOKASAGI ARANYOK MEGHATAROZASA 1061

Az abran az egyes sorokban lathatd, normal szedésli X-szel jeldlt intervallumokat a
Pr(m>my|M)2 %, illetve a Pr(m<m,|M) 2% implicit egyenletek M-ben kozos meg-

oldasai adjak. A vastagitott X-szel jelolt, randomizalt értékek fogjak biztositani, hogy min-
den M esetén az X-szek altal kijelolt (fliggbleges!!!) intervallum mértéke (az oszlopon beliili
,»sulya”) megegyezzen a megbizhatosagi szinttel. Ezen kiviil azonban egy masik kritérium-
nak is eleget kell tennie a randomizalt értékeknek: minden m-re a randomizalasi folyamat
végén a becslésnek intervallumnak kell maradnia (példaul a fenti tablazat m =4, M=4, 5
cellaiban a 4;4 cella csak a 4;5 cellaval egyiitt keriilhet kivalasztasra). Nyilvanvaloan ezek-
nek a kritériumoknak csak tigy lehet megfelelni, ha egyrészrdl egy adott , kivastagitas™ kiva-
lasztasi valoszinliségét az 6t tartalmazd oszlop feltételes eloszldsa hatarozza meg (példaul

m,M als6 randomizalt végpont esetétn a  kivalasztasi  valdszinliség
o . . T
Py - Prim| M)+ F(m|M)=1 ) implicit egyenlet megoldasa p,, ,, -re), masrészrol

pedig a vizszintesen egymas mellett 1év6 kivastagitasok kivalasztasa fligg egymastol. Sze-

rencsére ez megtehetd, ugyanis az F(m| M) feltételes eloszlasfiiggvény M-ben monoton
csokkend, azaz — ismét csak alsé randomizalt végpontokra felirva — p,, s > p,, 3y - Bzt fi-
gyelembe véve m , M — 1 randomizalt kivalasztasara csak abban az esetben keriilhet sor, ha

, i (i e PmM-
m , M mér kivalasztasra keriilt, és ilyenkor m , M — 1 kivalasztasi valdsziniisége ——==— .

pm,M

A randomizalas technikai kivitelezését a gyakorlatban a kdvetkezd, ekvivalens moédon
tehetjiik meg: Legyen m a mintabeli érték, és legyen I/(m) a mintabeli értékhez a

Pr(m>my | M,)> % illetve a Pr(m<mq| M ) z% implicit egyenletek altal adott

alapintervallum. Tekintsiik az m mintabeli értékhez az I(m — 1), I(m) és I(m + 1) interval-
lumokat! Konnyen lathaté, hogy az alsé6 randomizdland6é értékek I(m —
— 1)\ I(m), a felsok pedig I(m + 1)\ I(m). Az egyes randomizalando értékekhez a fent le-
irt modon képezhetjiik a p,, ), valosziniiségeket. Most az als6 értékekre bemutatjuk, ho-

gyan lehet kivalasztani az intervallum randomizalt also hatarat (a felsé hatar esetén ana-
l6g modon kell eljarni).

Ha I(m—1)\I(m) elemei M, M+1, ... , M+i, akkor legyen pj, =p, » ,
Py = P 2 P - Konnyen lathatd, hogy ha M, M + 1, ..., M + i potencilis als6 haté-
J<x

rokhoz ezeket a kivalasztasi valoszintiségeket rendeljiik, akkor az ilyen médon kapott in-
tervallumok mellett a becslésiink torzitatlan lesz.
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Ennyi elméleti bevezetés utan vizsgaljunk meg par konkrét becslési eljarast.

1.2.2. A mintavételi statisztikahoz kapcsolodo becslések

A mintavételi statisztika ebben az esetben a bayesi szemlélettel szembenallé hagyo-
manyos (klasszikus, egyes bayesi megfogalmazas szerint ortodox) statisztikat jelenti. A
feltételeket illetden ebben az alfejezetben tehat a vizsgalat targyat képezo P, illetve M so-
kasagi paramétert nem tekintjiik valoszinliségi valtozonak.

Nagymintas alapeset (M1). Kiindulé pontunk a tankonyvekben is részletesen tar-
gyalt becslés, amely esetén a visszatevéses nagy minta esetén a normalis eloszlassal
valo kozelités jogosnak tlinik. Ez az eset, mint a bevezetdben emlitettiik, nem felel meg
az ellendrzési mintavétel kovetelményeinek, de itt, mint kiindul6 pontot, etalont tekint-
jik.

Az eljaras a kovetkezd: ,, vegtelen” (legalabb tobb ezres nagysagrendil) sokasagbol,
vagy pedig kisebb sokasagbdl, de visszatevéssel torténd mintavétel esetén a mintaban ta-
lalhaté mindsitett elemek szama binomialis eloszlast kdvet. A mintabeli hibaaranyrdl (p)
bizonyithatd, hogy szintén binomialis eloszlast, tovabba E(p)=P és Var(p)=M,
ahol P jeldli a sokasagi hibaaranyt.

Ha min{np,n(1— p)} 210 (tehat legalabb 10 hibas és 10 nem hibas elemet talaltunk a
mintaban), akkor a minta hibaaranyanak transzformaltja kozelitleg standard normalis
eloszlast kdvet, amibdl az intervallumbecslés:

prz o 20=R)
1—5 n

ahol z _ astandard normalis eloszlas megfeleld kvantilise.

o

2
Az ellendrzési gyakorlatban a gazdasagi folyamatok jellegéb6l adodoan 5-10 szaza-
1éknal nagyobb aranyu hibat mar komolyabb kockazati tényezoként szokas figyelembe
venni. Ha ezek alapjan megvizsgaljuk ennek a modszernek az alkalmazasi lehetdségeit,
kidertiil, hogy legalabb t6bbszaz elemii minta sziikséges az np >10 feltétel teljesitéséhez,

ami a gyakorlati alkalmazasok esetében altalaban nem valosul meg, igy a kozelitd eljaras
alkalmazasa torzitast visz az intervallumbecslésbe. Tovabbi torzitasra ad okot a modell
kezdeti feltevése, azaz a végtelen sokasagbol, vagy pedig visszatevéssel torténd mintavé-
tel. A visszatevés nélkiili mintavétel esetén a mintabeli hibaarany varianciajat csokkenti

. N-n
gy N

<1 szorzo, ezért tehat ennek a feltevésnek a ,,megszegése” elvileg ,,j0” iranyu

torzitast okoz. A teljes torzitds mértékérdl analitikusan nehéz pontosan nyilatkozni, de ha
Osszevetjiik ezt a becslést a késdbb bemutatasra keriil6 M3 becsléfiiggvényiinkkel, latha-
to, hogy a mintaméret novekedésével (és a kivalasztasi arany nulldhoz tartdsaval) a két
becslés is konvergal egymashoz. Az egyes becslési eljarasok pontos torzitasi mértékét
Excel segitségével meghataroztuk, ennek részleteirél bovebben a 4. rész szamol be.
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Visszateveés nélkiili minta — egzakt hipergeometriai eloszlas (M2). A hipergeometriai
eloszlas melletti intervallumbecslés (a tovabbiakban: M2) esetén a feltételes eloszlas a
kovetkez6 gyakorisagfiiggvény m szerinti (,,fiiggéleges™) kumulalasaval adodik:

Pr(m=x|M)=$,
N
ha max(0,n— N + M) < x <min(n, M), egyébként 0.

Miutan meghataroztuk az m, m — 1 és m + 1 melletti alapintervallumokat és a p' ér-

tékeket, véletlenszam-generatorral kivalaszthatjuk a randomizalt intervallumvégpontokat.

Az ellendrzési szakma egyik ,etalonnak” tekinthetd szoftverének, az IDEA-nak a
mintavételi modulja is az M2 eljarast hasznalja azzal az eltéréssel, hogy randomizalas he-
lyett mindig a legkonzervativabb (a randomizalassal kaphato legb&vebb) intervallumot
adja meg.

Hipergeometriai eloszlas - normalis kozelités (M3). A kozelitd eljarasok bevezetésére
annak idején foként azért keriilt sor, mivel sokaig nem alltak rendelkezésre tablazatok a
hipergeometriai eloszlashoz, igy valamilyen folytonos eloszlassal helyettesitették a diszk-
rét eloszlast. Mivel a becslés végso célja a hibaarany meghatarozasa, a kozelité eljara-

sokban m és M szerepét altaldban — ¢és N veszi at, és ezen kiviil legtobbszor figyel-
n

men kiviil hagyjak az elébbi hanyadosok diszkrét jellegébdl adodo sajatossagokat is, igy
nem kertil sor randomizélasra sem.

A korabban leirt intervallumkészitési eljaras figyelembevételével ,.elemi” modon
konnyen készithetiink kozelitdé modszerrel becsléfiiggvényt. Jelen esetben kozelitsiik a
feltételes eloszlast olyan normalis eloszlassal, melynek varhatd értéke és varianciaja
megegyezik a megfeleld hipergeometriai eloszlaséval. A normalis eloszlas kvantilis érté-
keit hasznalva egy adott P sokasagi hibaarany mellett azon mintabeli hibaaranyok (x)
halmaza, amelyekhez tartozo intervallumbecslések tartalmazzak P-t:

xelp—z . /P.(I—P)N—n;P+Z . /P-(I—P)N—n .
1—5 n N-1 1—E n N-1

A konstrukci6 soran azzal a feltevéssel éliink, hogy barmely x mintabeli hibaarany
konfidencia intervallum végpontjdhoz tartozé sokasagi hibaarany fent definialt halmaza-
nak x a hatarpontja. Mivel folytonos kozelitést alkalmazunk, ez a feltevés tarthato, tovab-
ba latszik, hogy ebben az esetben a konfidencia intervallum ,,felsé” végpontja a halmaz
als6 hatéra lesz, és forditva. Irjuk fel ezt egyenletrendszer formajéban:

P, -1-P -
x= Pz o - ( ) N n,
s n N-1
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P -1-P)N-n
x:Pa+z_a-\/ " N1l

2

A feladatunk az, hogy ebbdl az egyenletrendszerbdl kifejezziik F, -t és P, -et. Kony-

nyen lathato, hogy atrendezés és négyzetre emelés utan a két egyenlet ugyanugy fog ki-
nézni, ¢s mivel szintén kénnyen lathato, hogy F, -ban, illetve P, -ben masodfoku egyen-

letet kapunk, P, lesz a kisebbik, és P, a nagyobbik gyok.

Az egyenlet megoldasahoz eldszor is végezzik ela c=z - % helyettesitést,

format olti.

ami utan egyenletiink az x=p £ c- p(=p)
n

Atrendezve és négyzetre emelve:

nx? —2nxp+np2 =¢? -p-(1-p).
Ismét atrendezve:

(n+c?2)p2 —(2nx+c2)p+nx2 =0.

Felirva a megoldoképletet és tovabb rendezve:

2nx +c? i\/(2nx+ cz)2 —4(n +c?2)nx2 3

P =

2(n+c?)
, " x(1-x) L2 0,25
_nmx+c 0,5 ‘e n n n
n+ct (n+c2) (n+cz)
Bevezetve a A = > (pozitiv, 1-nel kisebb szammal valo) helyettesitést:
n+c
pry =P+ a-2)-05]xz - N0 [xx(l_x) +(1—x)w} .
’ = N -1 n n

Vegyiik észre, hogy n — o0, és % — 0 esetén A > 1 és ’11 — 1, igy becslésiink

e x(1-x
hatarértékbenaz xtz xA=x)
- n
2

alakot 0lti (ez megegyezik az M1 becsléssel).
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Ezt a meglepden szép formaju, konvex kombinéciot tartalmazéd becslofiiggvényt
nehéz volna intuitiv médon eldallitani, de a tesztekbdl ki fog deriilni, hogy az elméleti
konstrukcioval 0sszhangban kis mintdk esetén is gyakorlatilag torzitatlan intervallu-
mokat ad.

1.2.3. Bayesi szemléletii becslések (B)

A konfidenciaintervallum-becslés bayesi szemléletii definicidjat, illetve a becslésre
adott konstrukcios eljarast megvizsgalva lathato, hogy a teljes valoszintiségi mez0 inter-
vallumokkal val6 lefedettségének mértéke altaldban nem egyenletes az egyes sokasagi
aranyok mentén: ez amiatt van, hogy a priorban szerepld eloszlasnak megfeleléen bizo-
nyos sokasagi aranyok tulreprezentaltak a becslésben. Mindebbdl kdvetkezik az is, hogy
elvileg a bayesi szemléletii becsléfiiggvények joval pontosabb (sziikebb) intervallumokat
eredményeznek; mas kérdés, hogy ezen intervallumok ex-post megbizhatésagat hogyan
befolyasolja, ha a prior jelentdsen eltér a valosagtol.

Mivel az F' (m | M) feltételes eloszlas minden M-re olyan, hogy a hozza tartozo felté-

teles stirtiségfiiggvény n ndvekedésével egyre inkdbb egy pontra (éspedig % -re) kon-

. . . . Ni
centralodik, a priortdl fiiggetleniil minden intervallumbecslés M = 2 ertékre fog raha-
n

z6dni, ha n > N .

Kérdés azonban, hogy vajon ez a konvergencia milyen gyors, tehat hogy az ellenér-
zésben hasznalatos mintaméretek mellett érezteti-e a hatasat. Fontos tudni, hogy a prior
esetleges helytelen megvalasztasa milyen mértékben képes befolyasolni magat a becslést,
¢és igy az auditor altal kialakitott véleményt is.

Egy bayesi szemléletii intervallumbecslés elkészitéséhez két dolog ismerete sziiksé-
ges: egyrészrol ismerniink kell az F (m | M) feltételes eloszlast, masrészrél pedig az M
prior eloszlasat. Az ismert statisztikai dsszefliggések miatt F' (m | M)-et a hipergeometriai
eloszlas értékeit felhasznalva kaphatjuk meg, am M eloszlasaval kapcsolatosan tobbféle
feltevéssel is élhetiink:

(Bla.) Az els6 lehetséges feltevés, hogy makro szemléletben annak a valésziniisége ( B ), hogy egy

adott egyed rendelkezik azzal a bizonyos jellegzetességgel, a korabbi ellendrzési tapasztalatokbodl ismert,
rendszersajatossagot tiikr6zo, stabil paraméter. Egy ilyen — végtelen nagysagti — szuperpopulaciot feltételez-

ve a vizsgalt sokasagra jellemz6 sokasagi ardny valdszintliségi valtozo, amely (N ,PI) paraméter(i binomialis
eloszlast kovet;

(B1b.) Egy masik lehetséges feltevés a vizsgalt szervezetnél, vagy hasonlo szervezeteknél lefolytatott ko-
rabbi ellendrzések empirikus tapasztalatain alapul. Ezek alapjan szintén megadhatdé annak a valdszinlisége

(P,), hogy egy adott egyed rendelkezik azzal a bizonyos jellegzetességgel, igy a sokasagi arany ismét csak bi-
nomialis eloszlasu, (N s Pz) paraméterekkel;

(B2.) Ha egy adott jellemz6 sokasagi aranyarol hossza idére visszamenden rendelkeziink megfigyelések-
kel, és tgy talaljuk, ez a sokasagi arany eloszlasaban stabil, akkor ezt az empirikus adatsort is felhasznalhatjuk
a becslésiinkhoz;

(B3.) Végiil hasznalhatunk nem informativ priorként egyenletes eloszlast.

Az els6 két feltevés mellett a kdvetkezo posterior gyakorisagot kapjuk:



1066 LOLBERT TAMAS

N\ g _ pyv-u (MY N =M
) v 4
PR e

ha M e [m;N—n +m] , egyébkeént 0.
Mivel a posterior valdsziniiség megegyezik annak valosziniiségével, hogy a fennma-
radd N —n elemi sokasdgban M —m hibas elem taldlhato, ezért a fenti képlet a kovet-

S (M) =

N-—-n
kez§ alakra egyszer(isithetd: f,,(M)= (M jPM (1= PYNTMAM ami természete-
-m

sen algebrai atalakitasokkal is konnyen belathato.

Ebbdl a formulabdl kitlinik, hogy a posterior gyakorisdg nem valtozik, ha M és m
azonos modon valtozik, igy fennall az M, (m)=M,(0)+m é M ;(m)=M ;(0)+m

Osszefiiggés.

Az empirikus adatsor alapjan minden sokasagi hibaaranyhoz hozzarendelhet egy
Pr,(p) empirikus bekdvetkezési valoszintiség, aminek felhasznalasaval megadhato a so-
kasagi hibaszam prior eloszlasa is.

A posterior valoszintiségek:
MYN-M
)l
N \m\n—-m
. N _ . °
> Pr, [M) ! :
ie[m;aner] N \mj\n—m

Egyenletes eloszlast prior mellett a posterior gyakorisag a kovetkezo:
M\YN-M
mj\ n—m
iYN=-i\]"
ie[m;N—er] mpzn—m
ha M e [m;N—n + m] , egyébként 0.

A posterior eloszlasra a korabban leirt eljarast kell alkalmazni: el6szor is meg kell ha-

(M) =

S (M) =

, . . . . o . T
tarozni az alapintervallum végpontjait az F (M) 2 > implicit egyenlet minimalizalasa-

val, illetve az F(M ;) + f,,(M ;) =F(M ; +1) <1 —% maximalizalasaval, ahol F(M) a

fenti f,,(M) figgvények M — 1-ig valé kumulalasaval adodik. Ezek utan kell elvégezni a
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F(M,)~
randomizalast M, -1, illetve M,+1 ¢értékekre a p, = le)
1- % F(M, +1)
Py = 2 kivélasztasi valoszinliségek felhasznalasaval.

Sn(M y +1)
A konnyebb kezelhet6ség kedvéért bevezetiink egy kozelitdé modszert a B1 becsléssel
kaphat6 intervallum meghatarozasara. Mivel fennéll az f,,(M) = f,,.. (M +x) Osszeflig-

gés, és M m =0 melletti posterior eloszlasa (N —n,P) paraméteri binomialis eloszlas,
ezért M feltételes posterior varhato értéke (N —n)P+m , feltételes posterior szorasa pedig

(N =n)P(1- P) . Ezt figyelembe véve atalakitasok utin a bayesi ,,gyorsbecslés” képlete:

K-ﬂ+(1—K)~{PiZ Y /L_P)]’
n 1= N-—-n

ahol Kk = %, azaz a kivalasztasi arany.

Ez a képlet a kovetkez6 mddon interpretalhatd: A sokasagbol kivalasztott n elemii
mintaban % a hibaarany. A mintavételkor ,kihagyott” részben talalhaté hibdk szama
elézetes feltevésiink szerint (N —n, P) paraméterii binomialis eloszlast kovet. A becslést

ennek a két résznek az atlagolasaval kapjuk. Ez a becslés azért csak kozelités, mivel a bi-
nomialis rész kvantiliseit csak kozelitve hataroztuk meg.

1.2.4. Egy vegyes becslési modszer

A mintavételi statisztika keretében targyalt nagymintas becslési modszerbdl kiilsd in-
formaci6 felhasznalasaval egy kis mintakra hatékonyan alkalmazhat6 ,hibrid” (MxB1)
hozhat6 létre. Emlékeztet6iil: az M1 nagymintas becslési eljaras soran p mintabeli hiba-

o ‘fw intervallumot. Abban az esetben, ha
- n

2
elézetes tapasztalatokkal ( £ ) rendelkeziink a hibaardnyrol, ezt a becslés soran leginkabb

aranyhoz hozzarendeltik a p*z
a standard hiba meghatarozasanal hasznalhatjuk fel.

Az 1j becslofiiggvényiink:

Ez a becslés bayesi intervallumbecslésként is felfoghato azzal a feltételezéssel, hogy a
sokasagi hibaarany prior eloszlasa a F, pontra koncentralddik.
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Nyilvanvalo, hogy ez a becsléfiiggvény torzitott, €s a torzitds aszimptotikusan sem
sziinik meg. Azonban kis mintdk esetén, ha P valoban F, kozelében szorodik, ez a

becslés joval megbizhatobb, mintha a standard hibat is a mintabol hataroznank meg.

2. HIPOTEZISVIZSGALAT

Egy pénziigyi-gazdasagi ellenérzés lefolytatasakor a megvizsgalt minta alapjan tobb
esetben nyilatkozni kell arrol is, hogy a hibak gyakorisaga nem 1ép tal egy elére rogzitett
szintet. A hipotézisvizsgalat hagyomanyos elmélete szerint ez torténhet egyrészt ugy,
hogy a minta eredménye alapjan megmondjuk, mekkora bizonyossaggal jelenthetjiik ezt
ki’ (lasd H1 moédszer), de torténhet ugy is, hogy egy elére rogzitett bizonyossagi szint
mellett kijelentjiik, hogy elfogadhato, vagy nem elfogadhatd ez a kijelentés'® (lasd H2
modszer).

A hagyomanyos eljarassal szemben a bayesi hipotézisvizsgalat alapvetden arrol nyi-
latkozik, hogy a minta inkabb a hipotézist, vagy annak tagadasat tdmasztja-e ala.

2.1. Hagyomanyos hipotézisvizsgalat

A hipotézisvizsgalat hagyomanyos lefolytatasakor mintat vesziink a sokasagbol, és a
minta kimeneteléhez hozzarendeljilk a dontéslinket: vagy megmondjuk a bizonyossag
mértékét, vagy elfogadjuk/elutasitjuk az allitast rogzitett bizonyossaggal. Az elfogadott
kimeneteleket elfogadasi tartomanynak, az elutasitott kimeneteleket elutasitasi tarto-
manynak nevezziik.

A tovabbiakban nevezziik (null)hipotézisnek azt az allitast, hogy a sokasagbeli hibak
gyakorisaga meghaladja az elére rogzitett szintet (P > P, , ahol P, az ellenérzési szak-
nyelvben ,,toleralhatd hibaarany” néven ismert mennyiség); ennek ellenhipotézise (vagy
mas néven az alternativ hipotézis) az, hogy a sokasag hibaszama nem haladja meg ezt a
szintet (P < B,).

Mindezek mellett dontésiinkkel két fajta hibat kovethetiink el:

— A minta alapjan — tévesen — elutasitjuk a hipotézist, tehat annak ellenére, hogy a valos hibaszazalék meg-
haladja a rogzitett szintet, mi ezt mégsem fogadjuk el. (els6faju hiba).

— A minta alapjan — tévesen — elfogadjuk a hipotézist, tehat annak ellenére, hogy a valds hibaszazalék alatta
marad a rogzitett szintnek, nem vetjiik el a hipotézist (masodfaji hiba).

A hipotézisvizsgalat (proba) megbizhatosagi szintje annak valdsziniiségét mutatja
meg, hogy a minta alapjan helyesen fogadjuk-e el a nullhipotézist. Kénnyen lathato, hogy
ez pont az els6faju hiba elkovetési valoszinliségének komplementere, igy ha az els6faju
hiba elkdvetési valdszintisége (mas néven szignifikanciaszint) o, a megbizhatdsagi szint
I-a.

A préba erejének szokds nevezni annak a valdszinliségét, hogy a helytelen hipotézist
— helyesen — elutasitjuk. Adott megbizhatdsagi szint mellett nyilvanvalo cél, hogy a pro-
ba erejét maximalizaljuk.

° Ez vezet az tn. p-érték koncepciohoz.
1 Bz valéjaban a klasszikusnak szamité Neyman-Pearson tesztelési elv, illetve stratégia.
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Az eddigieket egy matrixban szokas dsszefoglalni:

Elfogadjuk Elutasitjuk
(feltételes valosziniiség) (feltételes valosziniiség)

Hipotézis igaz Helyes dontés (1-[1) Els6faju hiba (1)
Hipotézis hamis Masodfajt hiba (L) Helyes dontés (1-L1)

Mivel nem ismerjiik a valos sokasagi hibaaranyt, ezért dontésiink megbizhatosagarol
sem tudunk pontosan nyilatkozni; annak valdszinlisége, hogy a mintavétel kimeneteléhez
elére hozzarendelt dontésiink milyen valoszintiséggel lesz helyes, fliigg a valos sokasagi
aranytol. Mivel azonban F(p|P) P -ben monoton csdkken, ezért a helyesen elfogado

dontés valoszintisége P > P, halmazon P, fennallasa esetén a legkisebb, és emiatt kije-

lenthetd egy adott dontésrél, hogy legalabb mennyire megbizhat6. A tovabbiakban ezt
fogjuk megbizhatdsagi szintnek nevezni.

H1. Abban az esetben, ha a hipotézisvizsgalat célja a megvizsgalt minta alapjan megmondani, hogy mek-
kora legkisebb szignifikanciaszint mellett lehet elutasitani a hipotézist, formalisan a kovetkezd értéket kell ki-
szamolnunk.

Pr(§>p|P,), ahol n-& hipergeometriai eloszlast valosziniiségi valtozo N, N - B, , és n paraméterekkel,
tovabba p a mintabol szamitott hibaarany; ez a valoszinliség fogja megadni a megbizhat6sagi szintet. A képlet
kiszamolasahoz egyszeriien a hipergeometriai eloszlas gyakorisagait kell 7 - p -ig kumulalni.

H2. Terjedelmi okok miatt nem tériink a probakészitési eljarasokra, ezért indoklas nélkiil kijelentjiik, hogy
ez esetben a legjobb probak elfogadasi tartomanya adott mintaméret mellett mindig intervallum. Mivel a minta
hibaaranyanak nullhipotézis melletti eloszlasa ismert, a feladatunk ezen eloszlas megbizhatosagi szintnek meg-
felel6 kvantilisét megkeresni. A kvantilis altalaban itt sem ,,lehetséges™ érték, ezért sziikséges lehet a kritikus
érték randomizalt meghatarozasa a becslési eljarasoknal mar megismert modon.

A kritikus érték meghatarozasa utan 6ssze kell vetni a mintabol kapott értéket a kritikus értékkel: amennyi-
ben a kritikus érték meghaladja a mintabeli értéket, elutasitjuk a hipotézist, egyéb esetben viszont nem all mo-
dunkban elvetni ezen a megbizhatosagi szinten.

Az ellen6rzési szakmaban, és ezzel dsszhangban az IDEA szoftverben a megbizhato-
sagi szintet az eddig leirtakhoz képest némiképp eltéréd modon értelmezik. Definialjak az
alfa és béta kockazatot, amelyek értelmezése a kdvetkezo:

alfa kockdzat: annak a dontésnek a maximalis bekovetkezési valoszinlisége, hogy a valos hibaarany meg-
haladja a toleralhat6 hibaaranyt, mikdzben valojaban kisebb egy, igynevezett also hibaaranynal. (Ez a kockéazat

béta kockdzat: annak a dontésnek a maximalis bekovetkezési valoszintisége, hogy a valds hibaarany nem
haladja meg a toleralhat6 hibaaranyt, mikozben valdjaban mégis meghaladja.

Az alfa és béta kockazatok komplementereit nevezik alfa és béta megbizhatosagi
szintnek, tehat a korabban bevezetett megbizhatosagi szint definicionak a béta megbizha-
tosagi szint a megfeleldje abban az esetben, ha a nullhipotézis P > P, .

2.2. Bayesi hipotézisvizsgalat

A bayesi hipotézisvizsgalat 1ényege, hogy Osszevetjiik a hipotézis és az ellenhipotézis
minta melletti bekdvetkezésének valdszinliségét. A valoszinliségek meghatarozasahoz
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ugyanazt az eljarast kovetjiik, mint az intervallumbecslés esetén, nevezetesen elsd 1épés-
ként meghatarozzuk a mintabdl kapott m értékhez M posterior valoszintiségeloszlasat. A
dontési szabaly ezek utan az, hogy Osszevetjilk a hipotézist a posterior eloszlas
medidnjaval: ha a median a nagyobb, akkor elvetjiik a hipotézist, ellenkezd esetben elfo-
gadjuk azt.

Az elobb leirtakat megforditva és formalizalva, a bayesi hipotézisvizsgalat a kovetke-
z6 modon torténik.

1. Meghatarozzuk az F(P| p) posterior eloszlast minden p mellett;

2. A hipotézisként szereplé P,-hoz hozzarendeljik azt a legnagyobb p, -t, amely mellett még

1
F(P, \Ph)ZE-

3. Ha a mintdbdl szarmazé p < p,, , elfogadjuk a hipotézist, ellenkezd esetben elutasitjuk. "'

3. A HIBAMENTES MINTABOL LEVONHATO
KOVETKEZTETESEK

Ha a mintavételt kovetden a mintaban nem talaltunk hibat, a korabban ismertetett M2
(egzakt hipergeometriai eloszlast hasznald) becsléshez sziikséges feltételes gyakorisagok
a kovetkez6 modon alakulnak.

M=... 0 1 2 i
N-n (N—=n)(N-n-1) N-n—i+l
N N(N -1) i O N—-i+1

Pr(im=0|M) 1

Probléma lehet, ha a randomizalt alsé végpont nagyobb, mint a randomizalt felsé
végpont, ami természetesen ellentmondas. Ezt a jelenséget az teszi lehetéve, hogy m =0 -
nal F(m|M) minden M esetén konstans zérus, igy nem létezik az ,,alapintervallum”.
(Emlékeztetdiil: egy adott my-hoz tartozé alapintervallumnak nevezziik az M,(mg) és
M/my) végpontok 4altal meghatarozott intervallumot, ha azok minimalizaljadk

aPr(m>my|M,)= %, illetve a Pr(m <mgy | M ;) Z% implicit egyenletek bal oldalat).

Masként megfogalmazva: nincs olyan M, amely a randomizalt intervallumok mindegyi-
kében szerepelne.

A probléma megoldasa lehet példaul, ha az also és felsé végpontok randomizalassal
valé meghatarozasa nem fliggetlen egymastol. Ebben az esetben minden M értékhez hoz-
zarendeliink p,, kivalasztasi valoszinliségeket (mindegyik szigoran kisebb lesz egynél,

hisz nincs alapintervallumunk). Rendezziik ndvekvé sorrendbe p,,-eket! Mivel

Pum+1
Pu

F(m| M) tulajdonsagaibol kovetkezik, hogy a

hanyadosok monoton fogyé soro-

' Bar tartalmilag azonos ezzel az eredeti bayesi tesztelési stratégia, meg kell emliteni, hogy az ottani keretek kozt a don-
tést az Gn. posterior esélyhanyados (posterior odds) alapjan hozzak meg. A posterior odds a nullhipotézis és az ellenhipotézis a
posteriori bekdvetkezési valoszinliségeinek hanyadosa; ha ez nagyobb 1-nél, akkor a nullhipotézis, ha kisebb 1-nél, az ellenhi-
potézis javara dontiink.
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zatot alkotnak, ezért megmutathatd, hogy léteznek olyan intervallumok, és az intervallu-
mokhoz rendelt kivalasztasi valosziniiségek, melyekre barmely M-nek az eldbbi interval-
lumokban val6 tartalmazasi valdsziniisége pontosan p,, .

Ha nagyon alacsony ( p<<a ) a kordbbi tapasztalatok alapjan varhaté hibaarany,
megfigyelt hiba nélkiili minta mellett felmeriilhet olyan igény, hogy bizonyos megbizha-

tosagi szinten kijelentsiik: a vizsgalt sokasagban nincs lényeges hiba. Adott szuperpopu-
lacids hibaarany ( p ) mellett annak a valdsziniisége, hogy a teljes sokasagban nincs hiba:

(1- p)¥ ™", ugyanis ez megegyezik annak valésziniiségével, hogy a p hibaaranyi végte-
len sokasagbol a véletlenszeriien kivalasztott N—n tétel egyike sem hibas. Ezért tehat ah-

hoz, hogy 1—a megbizhatdsagi szinten — a minta alapjan — kijelenthessiik, hogy a soka-
sdgban nincs hiba, a sziikséges mintanagysag:

_N— In(1-a) ’
In(1- p)

ahol In a természetes alapu logaritmust jeloli. A gyakorlati alkalmazas szempontjabol ez
a modszer csak akkor hasznos, ha N alacsony ugyan (<25), de az egy tranzakciora esé el-
lendrzési koltség nagyon magas (példaul kiilsé szakeértot kell igénybe venni, vagy tulzott
idéraforditast jelentene a potlolagos 5-10 tranzakcid ellendrzése).

4. A BECSLESI ELJARASOK ERTEKELESE

A becslési eljarasok torzitasi mértékét a megbizhatosagi szint — jelen tanulmany elsé
felében adott — definicidja szerint a teljes valosziniiségi mezén kell vizsgalni.

A teljes valoszinliségi mez6 a korabban leirtak alapjan tartalmazza az dsszes lehetsé-
ges sokasdg-minta forgatokonyvet. Egy konkrét sokasag-minta paroshoz tartozoé valdszi-
niiség az ismert azonossag alapjan felirhato Pr(m NM ) = Pr(m | M ) Pr(M ) alakban, igy
— mivel a mintavételi terv ismeretében Pr(m | M) is ismert — elegendé Pr(M) meghati-
rozasa. Ehhez azonban feltevésekkel kell élniink magardl a sokasagrol.

A sokasagrol valo lehetséges feltevéseinket, tovabba azok indoklasat részletesen ki-
fejtettiik a bayesi becslések bevezetésekor. Jelenlegi céljainkhoz ebbdl csak azt kell ki-
emelni, hogy a teljes valosziniiségi mez6n értelmezett megbizhatosagi szint tekinthetd a
mintavételi statisztika parcialis (adott sokasagi arany melletti ismételt mintavételt feltéte-
lez8) megbizhatosagi szintjeibdl vett Pr(M ) stlyozasu atlagnak.

A becslési eljarasok értékelésekor elsé 1épésben kiilonb6z6 sokasag- és mintaméretek
mellett 15 szazalék alatti sokasagi hibaaranyokra Excel segitségével meghataroztuk a
parcialis megbizhatosagi szinteket. A B1 és MxBI1 eljarasok esetén a sokasag- és minta-
méret mellett paraméterként szerepelt a feltételezett hibaarany is, természetesen mas-mas
interpretacioval.

A mintavételi statisztika becsléseinek konstrukciojukbol adédéoan minden sokasagi
arany mellett konstans 95 szazalékos parcialis megbizhatdsagot kell(ett volna) mutatniuk,
ezzel szemben a bayesi szemléleti becslésektdl, kiilonosen a Bl becsléstdl, ez nem el-
varhato.
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Az értékelés masodik szakaszara éppen azért volt sziikség, mivel a B1 becslés meg-
bizhatésaganak priortol valo fiiggése az elsé szakasz eredményeibdl kozvetleniil nem volt
megallapithatd. A masodik szakaszban tehat az elsé szakasz eredményeit a szuperpopu-
lacios hibaarany 0-15 szazalék kozotti értékeire kiszamitott Pr(M ) salyokkal atlagoltuk.

A bayesi szemléletli B2 becsléscsaladrol nem tudunk univerzalis érvénnyel nyilatkoz-
ni, de mivel ez a becslés atmenetet képez a ,.tiszta” B1 és B3 esetek kozt, tulajdonsagai is
varhatoan valahol a kettd kozott talalhatdak: minél kevesebb informacioval rendelkeziink
a jellemz6 eléfordulasi valoszinliségérol — minél kevésbé osszpontosul az empirikus el-
oszléas egy értékre — annal inkabb a B3 jellemzdi érvényesiilnek, ami egyenletesebb par-
cialis megbizhatosagot de hosszabb (pontatlanabb) intervallumokat jelent.

4.1. Az elsd szakasz eredményei

A becslofiiggvények megbizhatosaganak elemzéséhez explicit médon meghataroztuk
adott N és n mellett minden lehetséges sokasagi hibaarany mellett, hogy a becsiilt inter-
vallumok m hipergeometriai eloszlasat feltételezve az esetek hany szazalékaban tartal-
mazzak'? M-et (illetve a valos sokasagi hibaaranyt). Ezzel parhuzamosan meghataroz-
tunk egy varhato intervallumhosszt is minden becsléshez minden sokasagi hibaaranyra.
Az EXCEL-lel késziilt szamitasok néhany eredményét a Fiiggelék 1-4. abrai mutatjak.
Ezek példaként az N = 600 sokasagi elemszam ¢és a szokasos 95 szdzalékos megbizhato-
sag mellett az n =30 (kisminta) és az n =150 (nagyminta) esetekben mutatjak a parcia-
lis (empirikus) megbizhatosagot, illet6leg a varhato intervallumhosszt.

Az eredményekbdl kitlinik, hogy egyrészrél az M3 becslés torzitasa a tobbségében
nem, vagy alig 1épi til a 1,5-2 szazalékpontot, masrészrdl a torzitas hol pozitiv, hol nega-
tiv iranyl. Ezzel szemben az ellendrzési szakirodalomban ajanlott M1 becslés akar 5-15
szazalékpontnyi torzitast is tartalmaz. Az eredményeket tartalmazoé grafikonon a valds
sokasagi hibaarany novekedésével meglepd periodicitas figyelhetd meg az M1 és M3
becsléseknél rogzitett N és n mellett. Ezen kiviil megfigyelhetd, hogy a becslések meg-
bizhatosagi gorbéjének alakja gyakorlatilag érzéketlen a sokasag nagysaganak valtozasai-
ra, amib0l az a kovetkeztetés vonhato le, hogy a megbizhatosagot els6sorban a mintamé-
ret befolyasolja (a kivalasztéasi arany novekedése a ndvekedéssel aranyos megbizhatosagi
szint novekedést okoz az M1 becslésnél,” de a grafikon alakjat érdemben sem az M1,
sem az M3 becslésnél nem valtoztatja meg).

A mintavételi statisztika M2 becsl6fliiggvénye nem tartalmaz semmilyen kozelitd elja-
rast és emiatt torzitast sem, amit a vizsgalat is alatimasztott.

Az informativ priorral valé B1 becslés a szuperpopulacios hibaarany kornyezetében
pozitiv, azon kiviil negativ iranyban torzitott. A pozitiv torzitasi tartomany nagysaga for-
ditottan aranyos a sokasag méretével, hozzavetblegesen 2,5 (N=1500) és 5 (N=300) sza-
zalékpont kozott mozog. A mintaméret (kivalasztasi arany) valtozasa a pozitiv torzitasi
tartomany méretét kevésbé, inkabb a (parcialis) megbizhatosagi gorbe alakjat befolyasol-
ja: minél magasabb a kivalasztasi arany, a becslés (parcialis) megbizhatosaga priortol

12 A randomizalast gy vettiik figyelembe, hogy az adott forgatokényvre a tartalmazést kodolo 0-1 szamok helyett a tar-
talmazas valoszintiségét tiintettiik fel.

13 Az M1 becslésnél tapasztalt tilzott megbizhatosagi szint novekedés példaul a statisztikai szakirodalomban ajanlott mo-
don — a pontbecsléshez hozzaadott-kivont értékek (1-kivalasztasi arany) tényezével valo szorzasaval — korrigalhato.
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fliggetleniil anndl jobban kdzelit a konstans 95 szazalékhoz. Noha ez a konvergencia csak
a 100 szédzalékhoz kozeli kivalasztasi aranyoknal kezd igazan érezhetd lenni, egy bayesi
szemléletli becslésnél nem is elvaras, hogy a parcidlis megbizhatdsag egyenletesen kozel
legyen az elvart megbizhat6sagi szinthez.

A nem informativ prior hasznalata melletti B3 becslés a mintavételi statisztika M3
becsléséhez nagyon hasonld eredményeket hozott.

Az MxB1 vegyes becslés torzitasa a hipotézisben 1évo tévedéssel ellentétes iranyban
valtozik: tulbecsiilt hibaarany esetén novekszik a megbizhatdsagi szint, alulbecslés esetén
pedig 95 szazalék ald csokken. Hiivelykujjszabalyként megjegyezhetd, hogy a hipoteti-
kus hibaarany 1 szazalékpontos csokkentése a megbizhatdsagi szintet 2-3 szazalékponttal
csokkenti.

Megvizsgaltuk azt is, hogy az adott forgatokonyv mellett az egyes becsléfliggvények
milyen varhatd pontossaggal (intervallumhosszal) dolgoznak. Az informativ priort tar-
talmazo6 B1 becslést leszamitva az egyes becslések intervallumhossza a 0-15 szazalék ko-
zOtti tartomanyon nagysagrendileg megegyezett, forgatokonyvtol fiiggden 5 és 25 szaza-
1ékpont kozott mozgott. '

4.2. A masodik szakasz eredményei

A B1 becslés megbizhatosagi szintje a sokasagi hibaarany binomialis eloszlasa mel-
lett akkor maximalis, ha a feltételezett szuperpopulécios hibaarany megegyezik annak va-
16s értékével. Ebben az esetben a megbizhatdsagi szint pontosan 95 szazalék. A valos hi-
baaranytol tavolodva csokken a becslés megbizhatosaga is: minél nagyobb a kivalasztasi
arany, a csokkenés is annal lassabb iitemi. Ennek ellenére 200-300 elemii mintak esetén
is nagyon erds a prior josagatol valo fliggés.

Itt kell szot ejteniink arrdl, hogy ezt az eredményt hogyan is kell pontosan értelmezni.
A bayesi becslés valdojaban nem csindl mast, mint a sokasagrol szerzett tobbletinformaci-
ot a pontossag novelésére forditja. Ez az atvaltas mindaddig jol mitkodik, amig a becslés-
be bevitt tobbletinformacié (megkozelitéleg) helyes. Ha azonban az informacié pontat-
lan, sulyos arat fizetiink: drasztikusan csokkeni fog becslésiink megbizhatdsaga (persze
lehet olyan szerencsénk, hogy a konkrét sokasagi realizacié mégis nekiink kedvez, de er-
re nem érdemes alapozni).

5. KOVETKEZTETESEK

Az eddig leirtakbol levonhat6 fontos kovetkeztetések.

— A legfontosabb az M1 becslofiiggvény alkalmazhatosagardl levonhatod kovetkezte-
tés: a becslés 5-10 szazalékos varhaté hibaardnya mellett az alkalmazasahoz legalabb
150-200 elemi minta sziikséges. Jo1 funkcional az alapoz6 statisztika konyvekben alkal-
mazasi feltételként javasolt min{np,n(1— p)} 210 hiivelykujjszabaly, kiegészitve azzal,

-n n s p
~1—-— korrekcidos tényezd
1 N

hogy a végesség miatt a variancianal indokolt az

hasznalata.

' Elsére meglepé lehet, hogy az elvileg fix pontossagit MxB1 becslésnek miért nem konstans a varhaté intervallumhossza.
A jelenség magyarazata, hogy az intervallumoknak csak a nemnegativ szakaszat vessziik figyelembe.
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— Az eldbbi egyenes kovetkezménye, hogy a képlet ,,visszafelé torténd alkalmazasa-
val” szamitott szlikséges mintaméretek sem megfeleldek, csak a nagysagrendek gyors ki-
szamitdsara alkalmasak. Ha tehat statisztikailag is megalapozott kovetkeztetéseket aka-
runk levonni a mintabol, akkor ne hasznaljuk az ellenérzési szakirodalomban altalanosan
2’ pll-p)

d2

elterjedt n = képletet a mintaméret meghatarozasara, ehelyett hasznaljuk in-

kabb az IDEA M2 eljarason alapuld beépitett mintavételi moduljat.

— Kérdéses, hogy 10 szazalékpont feletti becsiilt intervallumhossz mellett van-e egy-
altalan értelme az intervallumbecslésnek, ha a hibaarany 5-10 szazalék koriil mozog.

— Amennyiben tobbéves, részletes idosoraink vannak egy adott hiba, szabalytalansag
el6fordulasi gyakorisagara vonatkozoan, és ennek a hibaaranynak az eloszlasa id6tol
és/vagy vizsgalt szervezettdl fliggetleniil nagyfoku stabilitast mutat, érdemes megfontolni
a bayesi intervallumbecslés hasznalatat, ugyanis ez a becslés az elvart megbizhatosag tel-
jesitése mellett nagy pontossagu (rovidebb) intervallumokat szolgaltat.

*

Az Allami Szamvev6szék gyakorlatiban a | financial audit” tipust vizsgalatoknal az
IDEA szoftver tAmogatja a mintavételezést, igy a kovetkeztetések megbizhatosaga meg-
haladja az elvart megbizhatosagi szintet (emlékeztetéiil: az IDEA nem haszndl
randomizaldst, hanem mindig a ,legkonzervativabb” becslést adja). Tovabbi vizsgalat
sziikséges annak eldontésére, hogy az onkormanyzati szektor vizsgalatara alkalmazott
kétlépcsos, tervezési-mintavételezési eljarasok (1. 1épcsd: ellendrizendd Onkormanyzat
kivélasztasa; 2. 1épcsd: az dnkormanyzatnal valdé mintavétel) milyen mértékben biztosit-
jak, hogy az dnkormanyzati szektorrdl, mint aggregatumrol levonhatd kovetkeztetések 95
szazalékos bizonyossaguak.
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SUMMARY

Since audit opinions can never be based on certainty but on “reasonable assurance”, sampling techniques
play an important role in modern audit methodology. One of the audit’s objectives is to determine from small
samples (<100) whether internal control systems in the audited organisations are operational. Theoretical con-
trols (such as double signatures, sealing, etc.) have to be performed every time at a given stage of a procedure,
and they are to ensure that the output is acceptable. Failing to perform a control can increase the risk of bad
output, and “Attribute Sampling” is an audit technique that quantifies this risk by estimating the proportion of
missing controls.

In this paper three major aspects of Attribute Sampling are addressed, however, interval estimation plays
the largest role: we compare the effectiveness of six estimators. Methods for point estimation and hypothesis
testing are also described, from mainstream and Bayesian view as well.



