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EXTREMERTEK-MODELLEZES A GYAKORLATBAN
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A tanulmanyban bemutatjuk az extrémérték-elemzés modszereit, igy kiilondsen a
blokkmaximumok vizsgalatanal hasznalatos GEV- (altalanositott extrémérték) eloszlaso-
kat és a szint feletti adatok elemzésére alkalmas GP- (4ltalanositott Pareto) eloszlasokat.
Ismertetjiik a paraméterbecsléshez nélkiilozhetetlen maximum likelihood eljarast és a
konfidenciaintervallumok konstrukcidjara, valamint modellszelekciora hasznalt profil-
likelihood moddszert. Az extrémérték modellek illeszkedésének vizsgalatara alkalmas sta-
tisztikai probakat is bemutatunk. Mindezeket felhasznalva becsléseket adunk a Tisza viz-
gylijtdjébol szarmazo vizallas- és vizhozam adatok alapjan az eloszlasok kvantiliseire
(ezek éppen az adott visszatérési ideji arvizek) és vizsgaljuk az eredményeink id6figgé-
sét.

TARGYSZO: Extrémérték-modellezés. Maximum likelihood becslés. Visszatérési szintek. Illeszkedés-
vizsgalat.

Az E6tvos Lorand Tudomanyegyetem Természettudomanyi Karanak Valosziniiség-
elméleti és Statisztika Tanszéke aktiv résztvevdje a ,,Az arvizi kockazatok meghataroza-
sahoz sziikséges miiszaki és tudomanyos alapok megteremtése, Uj arvizi gyakorisagi- és
kockazatbecslési modszerek kidolgozasa” c. FKFP (FelsGoktatasi Kutatasi és Fejlesztési
Palyazat) projektnek, melynek koordinatora a Vizgazdalkodasi Tudomanyos Kutato
Részvénytarsasdg (VITUKI Rt). Ennek keretében nagyrészt tiszai, kisebb részben a Tisza
mellékfolyoira vonatkozé adatsorokat dolgoztunk fel.

A projektnek kiilon aktualitast adtak az elmult 6t évben eléfordult arvizek. gy az
elemzéseink soran arra is megprobaltunk valaszt adni, hogy vajon megfigyelhetd-e az ar-
vizek magassaganak emelkedése az utdbbi évtizedekben. Az elemzések modszere az el-
méleti tételekkel is alatdmasztott extrémérték-modellezés, melynek f6 eszkdze az ext-
rémérték- (Extreme Value — EV) eloszlasok, illetve az altalanositott Pareto- (Generalized
Pareto — GP) eloszlasok illesztése.

A kovetkezOkben el6szor az elméleti eredményeket foglaljuk 6ssze a modellektdl a
becslési modszereken at az illeszkedés vizsgalataig. Ezutan pedig a kapott eredményeket
mutatjuk be.
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1. MODELLEK

El6szor a vizsgalat elméleti kereteként szolgalé modelleket, nevezetesen a blokkma-
ximumok, illetve a szint feletti maximumok mddszerét mutatjuk be.

1.1. Blokkmaximumok

Ennek a megkdzelitésnek nagy elénye az egyszeriiség, valamint az, hogy rendelke-
zésre allnak fliggetlen azonos eloszlasu megfigyelések maximumainak hatareloszlasara
vonatkozo elméleti eredmények. Ezzel indokolhatdé az Un. altalanositott extrémérték-
(Generalized Extreme Value — GEV) eloszlasok alkalmazésa az eredeti megfigyeléseink-
bél képzett blokkok maximumaira. (A tétel elsd megjelenése Fisher—Tippett [1928].)

Tétel (Fisher-Tippett): Legyenek X,,X,,...,X, fiiggetlen, azonos eloszlasu

valdszintiségi valtozok. Ha vannak a,, b, normalo konstansok, amelyek esetén igaz az,
hogy [max(X,,X,,...,X,) — a,]/b, nem-elfajuld hatareloszlashoz kozelit, akkor ez a
hatareloszlas sziikségképpen max-stabilis vagy un. extrémérték-eloszlas. A harom
extrémérték-eloszlas eloszlasfiiggvénye:

1. Frechet-eloszlas:

F,(x)= exp(— x ¢ ),

(x> 0), és a pozitiv paraméter.
2. Weibull-eloszlas:

Fuw)=expl-(x)).
ahol x <0, és a ugyancsak pozitiv paraméter.

3. Gumbel-eloszlas:

F, (x) = exp(— exp(— x)) .

Megjegyzendd, hogy nem minden esetben lehet normalni: diszkrét eloszlasokra is
oszcillalhat a maximum eloszlasa. Folytonos eloszlasokra az eloszlasfiiggvény regularis
viselkedése sziikséges a felsé végpont kdzelében (teljesiil minden fontos eloszlasra). A
részletes feltételek megtalalhatok példaul Embrechts—Kliippelberg—Mikosch [1997] mo-
nografiajaban, ahol szinte az egész anyagunkkal kapcsolatosan bdségesen talalhatok to-
vabbi informaciok is.

A harom extrémérték-eloszlast kdzos paraméteres formaba is irhatjuk:

e
Fa(x)=exp{{l+éx_“} } 1/

(¢
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ha

xX—

u>O.

1+§&
c

(Feltéve, hogy £#0. Az el6z6 paraméterezésnél szerepld o -t most 1/§ alakba irtuk
at.) £=0 esetén hatarértékként éppen a Gumbel-eloszlast kapjuk.

Az /1/-ben mar az altalanos esetet irtuk fel, ahol p az eltolas-, o skala-, és & az alak-
paraméter. A modellezésnél tehat hdrom paraméter illesztésére van sziikség. Ezt az elosz-
lascsaladot nevezziik altalanositott extrémérték-eloszlasnak (Jenkinson [1955]).

A becslésekhez feltétleniil javasoljuk konfidenciaintervallumok hozzarendelését is,
hiszen ezek alapjan tudjuk — legalabb kdzelitéleg — szamszertisiteni a becslésiinkben rejlé
bizonytalansdgot. A konfidenciaintervallumok konstrukcidjara a 2. pontban tériink
vissza.

A gyakorlatban az évi maximum értékekre illeszthetjiik a GEV-eloszlast, feltételezve,
hogy alkalmazhat6 rajuk a tétel, azaz tekinthetdk fiiggetlen azonos eloszlasu
megfigyelések maximumainak. Bar ezen tanulmany kereteit meghaladja, megjegyezziik,
hogy a tétel allitdsa a fliggetlenségnél gyengébb feltételek teljesiilése esetén is
bizonyithatd (példaul Leadbetter—Lindgren—Rootzen [1983]). Ugyanakkor az évi
maximumok hasznélatdval elveszithetiink fontos informdacidkat, hiszen ha egy évben
példéaul két vagy tobb jelentds arviz is volt, akkor azok koziil csak a legnagyobb szerepel
ebben az elemzésben. Ezért lehet érdekes az alabbi alternativ megkozelités.

1.2. Szint folotti maximumok

A modszer 1ényege az, hogy egy magas u kiiszob feletti megfigyeléseket tekintve, a
kapott meghaladasi értékek — a 1.1. pontban leirt feltételek teljesiilése esetén — altaldnosi-
tott Pareto- (GP) eloszlassal modellezhetok. Ennek eloszlasfiiggvénye:

er)
P(X—u<y|X>u)zl—(1+TJ 12/
G

ha y >0, tovabba

1+Ey/5>06és £#0. & =0 esetén hatarértékként éppen az exponenciélis eloszlast
kapjuk. A Pareto-eloszlas paraméterei az alabbi 6sszefliggés alapjan hatarozhatok meg az
el6z6 pontban ismertetett GEV-eloszlas paramétereibol:

S=c+&u-u)

Ha & <0, akkor az eloszlas jobb oldali végpontja véges, egyébként pedig végtelen.
Ez a modszer, és a legnagyobb elem mellett tovabbi mintaelemek alkalmazasanak otlete
is el6szor Pickands [1975] cikkében jelent meg.
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Mivel az eredeti (példaul naponkénti) megfigyelések természetesen erésen dsszefiig-
g0k, ezért a modellezésnél az u szintet meghaladd blokkokbol csak a legnagyobb elemet
vessziik figyelembe.

Ez is mutatja, hogy a GP-eloszlasok alkalmazasakor tobb probléma mertil fel, mint a
1.1. esetben. Kiilondsen azért, mert az elméleti eredmény duplan aszimptotikus, azaz
nemcsak a minta elemszamanak, hanem a kiiszobnek is végtelenhez kell tartania. A cél-
szerti kompromisszumot jelentd szint (ahol mar elég jo kozelitéssel érvényes az aszimp-
totikus eredmény, de a szoérds még nem tal nagy, tehat kellé szamu adaton alapul a becs-
1és) megtalaldsa nem mindig lehetséges egyértelmiien. Ezt a kiiszobértéket, aminél na-
gyobb értékekre mar megfelelden illeszkedik az eloszlds, hagyomanyos illeszkedésvizs-
galati eljarasokkal tesztelhetjiik (5. pont). A gyakorlatban a becsiilt értékek értelemszerti-
en fiiggnek a kiiszob valasztasatol. Erre a kérdésre az alkalmazési részben még visszaté-
riink. Mar itt megjegyezziik azonban, hogy adott kiiszobérték esetén a becslés maximum
likelihood moédszerrel (2. pont) konnyen elvégezhetd. A pontbecslés mellett GEV-
eloszlas illesztéséhez hasonldan itt is célszerti konfidenciaintervallumok hozzarendelése
az egyes becslésekhez

Tovabbi probléma, hogy milyen tavoli csticsokat tekintsiink fiiggetlen megfigyelé-
seknek. Ezzel a kérdéssel az elemzéseket bemutatd részben foglalkozunk. Egy lehetsé-
ges, automatikus deklaszterezési eljarast ad Ferro és Segers [2003] cikke.

Némi konnyebbséget jelent ugyanakkor az, hogy nem kell barmely két egymast kdve-
té megfigyelésnek fiiggetlennek lennie (ez varhatéan nem is teljesiil a gyakorlatban), az
elméleti eredmény teljesiilésé¢hez elég az is, hogy ha id6ben elég tavol vannak egymastol,
hiszen akkor az dsszefliggés kozottiik kicsi.

2. MAXIMUM LIKELIHOOD BECSLES

A szakirodalomban leginkabb elterjedt modszer a maximum likelihood, melynek 1é-
nyege, hogy azt a paraméterértéket tekintjiikk becslésnek, melyre a megfigyelésvektor
egylittes stiriségfiiggvénye maximalis. Az elmélete részletesen kidolgozott, és regularis
esetekben aszimptotikusan hatdsos és aszimptotikusan normalis eloszlasi a becslés. A
becslés tulajdonsagai nemregularis esetekben természetesen masok; ezekrdl Smith [1985]
cikkében olvashatunk részletesen. Ebbdl kideriil, hogy vannak ugyan a vizsgalt eloszlas-
csaladban irregularis elemek (ha £E<-1), de ezek igen ritkén fordulnak el6 a gyakorlatban.

Az 1. pontban vizsgalt esetekben nem adhaté ugyan meg zart alakban a maximum
likelihood becslés, de numerikus maximalizalas révén kdnnyen megkaphatjuk a strliség-
fliggvény maximumhelyét. Nagy elénye ennek a becslési eljarasnak, hogy az aszimptoti-
kus tulajdonsagai ismertek, és igy segitségével a pontbecslés mellett konfidencia-
intervallumok is konstrualhatok, errdl részletesebben a 3. pontban lesz sz6.

3. KONFIDENCIAINTERVALLUMOK KONSTRUKCIOJA

A legaltalanosabban hasznalt modszer a maximum likelihood becslés aszimptotikus
viselkedése alapjan hatdrozza meg a konfidenciaintervallumokat. Ezlttal azonban még-
sem ezt alkalmaztuk, mert Ggy tapasztaltuk, hogy a normadlis hatareloszlason alapuld
szimmetrikus konfidenciaintervallumok nem a legalkalmasabbak az extrémérték-
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elemzésre. Ezt a hatranyt kikiiszobdli a kovetkezd, Gn. profil-likelihood eljaras, mely

ugyancsak aszimptotikus, és a likelihood fiiggvény regularitisa esetén érvényes.
Legyenek X, X,,..., X, fiiggetlen valosziniiségi valtozok, 1(9) pedig a log-

likelihood fiiggvény. 6 a paramétervektor, melyet 6 = (9,.,9_1.) , alakba irhatunk, azaz kii-

l6nvessziik a vizsgalando paramétert (0,). A modszer elméleti hatterét kissé altalanosab-
ban fogalmazzuk meg, megengedve, hogy ne csak egydimenzids paraméterre keressiink
konfidenciatartomanyt: legyen tehat 6=(0 ", 0 @) és itt a 0V k dimenzios paramétervek-
tor a vizsgalatunk targya.

Tétel: Ha X|,X,,...,X, fuggetlen megfigyelések, a maximum likelihood becslésre
vonatkozo regularitasi feltételek mellett, nagy n-re

2{6)-1,6")] -

azaz az un. devianciastatisztika kozelitéleg k szabadsagfoku eloszlasu, ahol 0 a
likelihood becslés, 7,(6 ) pedig az tn. profil-likelihood értéke:

1,00) = max_ 100,0@) .
Kovetkezmény: Az egydimenzios esetben 0, -re a
Co =10,:20(®) =1, (0} S ¢}

(1— o) megbizhatosagi szintii konfidenciaintervallum, ahol c,a % eloszlas (1—o)-
kvantilise.

Ez az eljaras egymasba agyazott modellek esetén alkalmas a modellvalasztésra is, az
alabbiak szerint. Legyen M; modell 6 paramétervektorral, M, modell pedig ennek része:
M, esetén a O paramétervektor elsd k£ komponense 0. Legyenek /; ( M, ), illetve Iy (M, )
a maximalizalt log-likelihood értékek és

D =2{L,( M)~ 1y (Mo )} 13/

az eltérésstatisztika (devianciastatisztika). Az M, modellt a szignifikanciaszinten
elutasitjuk az M, modellel szemben, ha D > ¢, , ahol c, @ x% eloszlas (1-o) kvantilise.

4. VISSZATERESI SZINTEK

A visszatérési szintek a gyakorlati szempontbol talan legfontosabb szamitott mennyi-
ségek. Ha megkaptuk az évi maximum-adatsorra illesztett paraméteres modellt, akkor
ennek a magas kvantilisei (azaz azok az értékek, amelyeket adott, kicsi p valdsziniiséggel
halad meg az adott eloszlas) ugy is tekinthetdk, mint olyan értékek, amelyeket meghalado
arviznek az els6é bekovetkezése 1/p év mulva varhato. Az éves maximumoknal példaul a
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99/100-0s kvantilis (a 99. percentilis) az az érték, amelynél nagyobbat varhato értékben
szaz év mulva kapunk. Megjegyzendd, hogy ebben az esetben is, a geometriai (Pascal-)
eloszlas tulajdonsagaibol adddoan, 4-nél nagyobb annak a valdszintisége, hogy az adott
szintet meghalado6 elsd arviz a konkrét idépont (példaul szaz év) eldtt bekovetkezzek.

A vizsgalt két modell esetében ezek a visszatérési szintek a kovetkezoképp szamitha-
tok.

4.1. GEV-eloszlasok

Az 1. pontban bemutatott GEV- (altalinositott extrémérték) eloszlasok (I1— p)
kvantilisei:

z, = u—%(l—y;é) :
ha &0, és
n-ology,,
ha &=0, ahol
yp =log(1-p).

4.2. GP-eloszlasok

A szint folotti meghaladasokra alkalmazhato GP (altalanositott Pareto) -eloszlas
(1- p) kvantilise az alabbiak szerint kaphaté meg:

ha &0,

1
x, :u+610g{—j R
P

ha & = 0. Itt is, mint kordbban, u az a kiiszob, ami feletti adatokra a GP-eloszlast
illesztettiik. Ha az n elembdl allo, m év alapjan kapott adatsorra altalanositott Pareto-
eloszlast illesztettiink, akkor ennek az eloszlasnak az 1—1/k kvantilise (tehat az az érték,

amelyet egy véletlenszertien kivalasztott mintaelem 1/k valoszintiséggel halad meg) ugy

is tekinthetd, mint az az érték, amelyet eldszor varhatéan — év mulva fog meghaladni
n

az arviz. (Coles, [2001])
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5. ILLESZKEDESVIZSGALAT

Szamos klasszikus statisztikai teszt foglalkozik az illeszkedésvizsgalattal. Az egyik
legrészletesebb mii a témaban D’Agostino és Stephens [1986] munkaja. Az ebben a
konyvben bemutatott teszteket természetesen itt nem részletezziik, csak megemlitjiik leg-
fontosabb tulajdonsagaikat.

A Kolmogorov—Szmirnov-proba, mely az elméleti és a tapasztalati eloszlasfiiggvény
kozotti maximalis eltérést vizsgalja, pontosan specifikalt nullhipotézis vizsgalatara al-
kalmas. A mi esetiink becsléses, hiszen csak az eloszlas tipusat képzeljitk adottnak. Ek-
kor szimulacioval lehet meghatarozni a kozelité kritikus értékeket, de a proba kozismer-
ten nem tal ers, igy mi ezuttal nem alkalmaztuk.

A y*-proba talan a leggyakoribb, illeszkedésvizsgalatra hasznalt eljaras. Elénye, hogy
a becsléses esetre is alkalmazhatd, és noha aszimptotikus, az adatok mennyisége az arvizi
elemzéseknél nem lehet akadalya alkalmazasanak. Ugyanakkor ez, hasonléan a
Kolmogorov—Szmirnov-probahoz, nem érzékeny az extrémumoknal megfigyelhetd eset-
leges eltérésekre. Raadasul a y*-probanal az osztilyok meghatarozasa nem egyértelmii,
igy az eredmények sem azok.

A Kklasszikus statisztikai tesztek kozlil a mi céljainknak leginkabb az Anderson—
Darling-teszt felel meg, amely az

g [EOFO
Ce F(=-F(x)

statisztikara épiil, ahol F' az illesztett eloszlas, F, pedig a tapasztalati eloszlasfiiggvény.
Ennek alkalmazasa esetiinkben azért elony6s, mert az extrémumok esetében megjelend
eltérések nagy sullyal szerepelnek a képletben. Kiszamitasa a kovetkezd modon
torténhet:

AP =—n-> (2i-1)(logz, +log(l—z,., ;) /n.
i=1

ahol z, = F(X,) (X; a rendezett minta i-edik eleme). A proba aszimptotikus kritikus
értékeit ismert F esetére a hatareloszlasbol konnyen meg lehet hatarozni, Choulakian—
Stephens [2001] cikkiikben a Pareto-eloszlas becsléses esetére is megadtak. Ugyanakkor
szimulacidval a kisebb mintaeclemszamokra is megkaphatjuk a kritikus értékeket, melyek
figgnek az alakparaméter becsiilt értékétl. Hasonld, egyoldalon érzékeny probat
ismertet Zempléni [2004].

Mindenképpen célszerti grafikusan is vizsgalni, hogy a kapott becslés valdoban
megfeleld-e. Erre a leggyakrabban hasznalt modszer az adatok hisztogramjanak és a
kapott modell siiriiségfiiggvényének Osszevetése. Ennek korlatja azonban az, hogy a
hisztogram fligg az osztalyok szamatol és a végpontjaiktol, valamint nehezen abrazolhato
kiugro értékek fellépése esetén. Ezért, ezen hagyomanyos abrak mellett, érdemes a Q-Q

abra elkészitése is, melyen az n elemil adathalmaz pontjait a tapasztalati eloszlas 1
n+
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(k=1,...,n) kvantiliseinek tekintjilk, és ezeket vetjik egybe a modell megfeleld
kvantiliseivel. Idealis esetben ezek a pontok illeszkednek a diagram atlojara. Nagy elénye

ennek az abrazolasnak a hasonld jellegii P-P abraval szemben, melynél a 0
n+

értékekkel az F(X k(")) értékeket allitjuk szembe, hogy itt kiilonésen szembe6tlok az

extrémumoknal ad6do esetleges eltérések, amelyek a mi esetiinkben kivaltképp fontosak
(Coles [2001]).

6. AZ IDOFUGGES MODELLEZESE

Az eddigiekben azt tételeztiik fel, hogy a mintaelemek azonos eloszlasuak. Amennyi-
ben az adatok hosszu id6t fognak at — ahogy ez az arvizi elemzésnél tipikus — jelentds
esély van arra, hogy id6kozben a hattérben zajlo fizikai folyamat, és igy a mintaelemek
eloszlasa is megvaltozzék.

Altalaban a legegyszeriibb modellt célszerii valasztani, mert a tul sok plusz paraméter
megbizhatd becslése nem varhat6. Most ezeket mutatjuk be a két vizsgalt modell esetére.

6.1. A GEV-eloszlas esete

Itt a legegyszertibb, a szakirodalomban is megtalalhato eset az, hogy a helyparamétert
az id6 fliggvényében linedrisan valtoztatjuk:

W =a+b(t-t).

Ez a paramétervalasztas azért célszerli, mert igy az a értéke éppen az atlagos helypa-
raméter, b pedig az idéegységre (év) jutd paramétervaltozas. A modellek koziil a 3. pont-
ban bemutatott profil-likelihood teszttel valaszthatunk: ha nem szignifikdns a
loglikelihood fiiggvény maximumanak novekménye, akkor azt mondhatjuk, hogy nincs
elegendo bizonyitékunk a paraméter ilyen valtozasara.

Az a, b paramétereket az id6t6l nem fiiggdnek feltételezett o, & paraméterekkel egyiitt
a szokasos maximum likelihood eljarassal becsiilhetjiik. A modell ellendrzésére a
szokasos Q-Q abrat csak egy kis modositassal tudjuk hasznalni: az

X p :élog(l+§(){ ,—LW,)/o) standardizalt valtoz6 mar minden z-re Gumbel-eloszlast

(Coles [2001]), igy ezt lehet a szokasos abrakkal ellendrizni.

6.2. A GP-eloszldasra épiild modell

Ezuttal azt tessziik fel, hogy a GP-eloszlas alakparamétere az idében nem valtozik, mig
skalaparamétere az id6 linedris fiiggvénye, azaz G(t):oc-t+[3. Mivel tapasztalataink
szerint a valtozds nem nagy mérvil, ezért az a tény, hogy a linearis fiiggvény negativ
értekeket is felvehet, nem okoz problémat a modellezésnél. Sziikség esetén természetesen
az id6fuggés mas fliggvénykapcsolattal is megadhato. A skalaparaméter tulajdonsaga, hogy
adott alakparaméter esetén minél nagyobbak a megfigyelések, annal nagyobb lesz a
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skdlaparaméter. Tehdt ha az igaz, hogy az arvizek nové tendencidt mutatnak, akkor
ndvekvo linedris trendet varunk, azaz az o -t pozitivnak sejtjiik.

A kérdéses paramétereket itt is maximum likelihood modszerrel becsiilhetjiik. Ehhez
maximalizaljuk a loglikelihood fiiggvényt, ami a kovetkezo:

(o(1),€) = —nlog(ot +P) —(Héjilog(H—éY" j

i=1 a-t+B

Ha vizsgalni szeretnénk, hogy mennyire jo ez az illesztés, akkor az 5. pontban
ismertetett grafikus diagnosztikakat, a P-P- és a Q-Q-abrat hasznalhatjuk. Az el6z6
pontban leirtakkal 6sszhangban azonban ezuttal is transzformalnunk kell az adatokat a

kovetkez6képpen:
~ 1 A Y, —u
Y, ==logl+¢& ———~|;.
tE a-t+p

Az igy transzformalt értékekrdl megmutathato, hogy ha teljesiil a modelliink, akkor
ezek standard exponencialis eloszlasuak, fliggetleniil az id6tdl, igy ezekre a standard ex-
ponencialis eloszlas segitségével mar el tudjuk késziteni a P-P-, illetve a Q-Q-diagramot
(Coles [2001]).

A trend szignifikanciavizsgalatat, amely két egymasba dagyazott modell
Osszehasonlitasat jelenti, a korabban /3/ mar definidlt devianciastatisztikaval
értékelhetjiik.

Tudjuk, hogy ha a két modell ugyanolyan jol irja le az adatokat, a probastatisztika

aszimptotikusan xlz eloszlasu, tehat akkor van sziikség a linearis trendre, ha a D értéke a k

szabadsagfoku y* eloszlas 1—o kvantilisénél nagyobb. A modellhez tartozé p-érték B, ha
D=0(B), ahol O(B) a k szabadsagfoku 3> eloszlas 1-B kvantilise.

7. FUGGETLENSEGVIZSGALAT EVI MAXIMUM VIZALLAS
ES VIZHOZAM ADATSOROKBAN

Az adatok fiiggetlenségének vizsgalata azért fontos, mert az dsszes statisztikai elem-
zésiink soran feltételezziik a megfigyelések fiiggetlenségét. Igy van ez az extrém értékek
becslésénél és a visszatérési szintek meghatarozasanal is.

A fliggetlenséget is hipotézisvizsgalattal ellendrizhetjiik. Legyen az a nullhipo-
tézislink, hogy az adatok fliggetlenek, az ellenhipotézis pedig az, hogy van valami 6ssze-
fliggés kozottitk. Ezen hipotézis ellenérzésére szolgl a y*- proba fliggetlenségvizsgalatra
vonatkozo valtozata. Ahhoz, hogy ezt a probat el tudjuk végezni, gyakorisagi tablazatra
van szilikségiink.

Ezt a legegyszerlibb modon tgy allithatjuk eld, hogy parokat képeziink az adatokbol.
Minden adatot, az els6 sorszamu kivételével, parba allitjuk az eggyel kisebb sorszamiival.
igy, ha n db adatunk van, n—1 part kapunk. Minden egyes par meghataroz a sikon egy pon-
tot. A sikot az adatok medianjanak mindkét tengellyel parhuzamosan torténé behtizasaval
négy siknegyedre bontjuk. Megszamoljuk, hogy hany pont esik az egyes siknegyedekbe, és
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ezekkel a szamokkal készitjiik el a gyakorisagi tablazatot, amire el lehet végezni a probat.
Mivel 2x2-es matrixot kapunk, ezért a probastatisztika egyszerti lesz:

”(Ul 1V22 — V2L )2 /(01.02.0.10.2 ) >

ahol a v az i. sor j-edik eleme, ¢és a nullhipotézis teljesiilése esetén aszimptotikusan

(nagy n-re) y*-négyzet eloszlast kovet, melynek szabadsagfoka 1. Ahhoz, hogy el tudjuk
donteni, hogy az eltérés szignifikans-e, kiszamoljuk a p-értéket. A p-érték annak a
valdszinlisége, hogy a nullhipotézis teljesiilése esetén a statisztika értéke legalabb annyi
legyen, mint amennyit kiszamoltunk. Ha ez a p-érték kicsi (p < 0,05), akkor
elutasithatjuk a nullhipotézist. Ha p > 0,05, akkor nem tudjuk elutasitani azt, hogy
fliggetlenek az egymadst kovetd megfigyeléseink. Ez természetesen nem bizonyitja a
fliggetlenséget, de ezekben az esetekben feltételezhetjiik annak legaldbb kozelitd
fennallasat, igy a tobbi modszer alkalmazasakor varhatdan nem kovetiink el durva hibat.

8. AZ EREDMENYEK BEMUTATASA

A mddszerek bemutatasa utan ratériink az eredmények ismertetésére. Terjedelmi korla-
tok miatt csak izelit6t tudunk adni a kapott eredményekbdl. Eloszor egyetlen mérdallomas-
ra (Vasarosnaményre) mutatjuk be a legfontosabb alkalmazott moédszereket és a kapott gra-
fikonokat, majd a 8.3. pontban az dsszes eredményt ismertetjiik tdblazatos formaban.

8.1. Vasdarosnamény, évi maximalis vizallasadatok elemzése

El6szor tekintsilk a GEV-modell eredményeit. Az egyes megfigyelések fliggetlensé-
gét a 7. pontban bemutatott modszerrel tesztelve nem kaptunk szignifikans eltérést. Az 1.
abra az éves maximumokat és az azokra illesztett altalanositott GEV-eloszlast mutatja.

1. abra. Evi maximalis vizallds adatok és az illesztett GEV-eloszlds Vasdrosnaménynél
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Az illeszkedés szinte tokéletes, amit a 2. abra Q-Q diagramja is mutat:

2. abra. Q-Q diagram: évi maximalis vizallas adatok és az illesztett GEV-eloszlas (Vasarosnamény)
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3. dbra. Az évi maximalis vizallas értékeire vonatkozo visszatérési szintek grafikonja (Vasdarosnamény)
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A 3. dbran a Vasarosnaménynél mért évi maximalis vizallas értékeire vonatkozo visz-
szatérési szintgdrbét mutatjuk be. A visszatérési szinteket célszertien logaritmikus skalan
abrazolhatjuk. Tehat az x tengelyen a visszatérési id6 logaritmusai valtoznak, az y tenge-
lyen pedig a becsiilt visszatérési szintek. Az abraban a folytonos vonal jeldli magukat az
adott visszatérési id6hoz tartozd becsiilt visszatérési szinteket. Az also €s a felsé szagga-
tott vonal az ehhez a becsiilt visszatérési szinthez tartozo 95 szazalékos megbizhatosagu
konfidenciaintervallum alsé és felsé hatarat mutatja. Itt a konfidenciaintervallumot a pro-
fil-likelihood modszer segitségével konstrudltuk (3. pont) A rajzon talalhaté pontok ma-
guk a megfigyelések, aszerint elhelyezve, hogy példaul a szaz év alatt megfigyelt legna-
gyobb vizszint megfelel a szazéves visszatérési szintnek.

Az abra talan leglényegesebb tanulsaga az, hogy kdnnyen megeshet: az eddig egyet-
len alkalommal megfigyelt legnagyobb arviz 50 évnél is rovidebb visszatérési idejti (hi-
szen az 50 évhez tartozo felsoé konfidenciahatar nagyobb néla).

8.2. Vasarosnamény, a szint feletti adatok elemzése

Az éves maximumok elemzése mellett, mint azt a modszereknél részletesen is meg-
mutattuk, célszerli lehet minden, bizonyos (magas) szint feletti arviz adatainak elemzése
is. Az alabbiakban ezen vizsgalatokbol mutatunk be néhanyat.

4. abra. A szint feletti adatok mdellezésének néhdany jelemzd eredménye
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A 4. édbra felso és kozépsé panelje rendre a becsiilt alakparaméter és az Anderson—
Darling (A-D)-statisztika értékének valtozasait mutatja a kiiszobszint fiiggvényében. Az al-
so panel az A—D-statisztika és a kritikus érték eltérését mutatja a kvantilis fiiggvényében.

A 4. abrarol leolvashatok azok az értékek (az alsé panelrdl a tapasztalati eloszléas
kvantilise fiiggvényében), ahol az Anderson—Darling-féle teszt alkalmazasa esetén mar
elfogadhat6 a Pareto-eloszlasra vonatkozo6 nullhipotézis. Az elemzéseinket néhany ilyen
érték mellett az els6foku arvizvédelmi késziiltségi szinthez tartozd magassagra is elvé-
geztiik.

Az 5. dbran a Vasarosnaménynél mért, a 600 centiméteres szintet meghalad6 napi
vizszintadatokat gyijtottilk ki. Az x tengelyen a megfigyelések ideje lathato, abszolut
napban, ami annyit jelent, hogy 1901. 01. O1. az els6 nap, és onnan kezdve szamoljuk az
abszolut napot. Az abran kor jeldli azt a megfigyelést, amit a szint feletti maximumok
modelljében hasznaltunk (arvizcstucsok).

5. abra. A 600 centiméteres szintet meghalado napi vizszint adatok Viasdrosnaménynél
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Az 5. abran lathat6 arvizcsucsokat ugy valogattuk ki, hogy figyelembe vettiikk az 6sz-
szes, adott szintet meghaladd megfigyelést. Ezek az id6tengelyen blokkokat hataroznak
meg, és két blokkot azonosnak tekintettiink akkor, ha a két blokk kozott nem telt el 30
olyan nap, amikor a megfigyeléseink végig a szint alatt voltak. Ezeknek a csoportoknak a
maximumait tekintettiikk arvizcsticsnak (igy keletkeztek a kis korok az adbran). A legma-
gasabb pontok adatsorat tekintve szembeoétlik a felfelé mutatod trend, amely mindenkép-
pen figyelmet érdemel.

Az 5. abra kijelolt adataira altalanositott Pareto-eloszlast (1.2.) illesztettiink, a para-
métereket maximum likelihood mddszerrel becsiilve (2.). Vizsgaljuk meg az illesztést
grafikusan!
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6. abra. Q-Q diagram a 600 centiméter feletti arvizcsiicsok daltalanositott Pareto-eloszlassal valo illesztésérdl
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A Q-Q abra itt is jo illeszkedést mutat. A hisztogramot helykimélés miatt be sem mu-
tatjuk, hanem ratériink a visszatérési szintekre.

7. abra. Szint feletti arvizesucsokira illesztett, altalanositott Pareto-eloszlasbol adodo visszatérési gorbe
(kiiszobszint 600 centiméter)

1000

900

800

Visszatérési szint (centiméter)

700

600

10 20 50 100 200
Visszatérési id6 (év)
(logaritmikus skala)



ARVIZEK A TISZAN 933

A 7. ébra a szint f0l6tti arviz csticsaira illesztett altalanositott Pareto-eloszlasbol ado-
do visszatérési szint gorbéjét mutatja. Felépitése teljesen hasonld a 3. dbraéhoz: az idot itt
is logaritmikus skalan abrazoltuk, és feltlintettik az abran a 95 szazalékos, profil
likelihood mddszeren alapuld konfidenciaintervallum hatarait is. A folytonos gorbe a be-
csiilt visszatérési szint, a szaggatott vonalak az also, illetve felsé 95 szazalékos konfiden-
ciahatart mutatjak.

Mar korédbban jeleztiik, hogy az alkalmazott modszer egyik nehézsége lehet az, hogy
a vizsgalt folyamat iddben nem stabil, igy a becsiilt paraméterek sem rendelkeznek ido-
invarians tulajdonsaggal. Ezért az iddbeli fiiggést kiilon vizsgalat targyava tettiik. A 8.
abra ennek a vizsgalatnak néhany eredményét mutatja.

8. abra. A szint feletti arvizcsiucsok hisztogramja, valamint az iddszak elejére és végére becsiilt eloszlasok
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Nemcsak a 8. abrabol, de a devianciastatisztika alapjan is egyértelmiinek tlinik, hogy
az 1d6 eldrehaladtaval egyre gyakoribbak a magas arvizek. Ugyanakkor, ha a
vizhozamadatokra is elvégezziik az elemzést, akkor mar nem tapasztalunk hasonlé ten-
denciat. Ez arra utalhat, hogy itt (és még néhany mas allomas esetén, ahol ugyancsak
szignifikans felfelé mutat6 tendenciat tapasztaltunk), a meder tulajdonsdgainak megval-
tozasa eredményezhette a jelenséget.

8.3. Az eredmények dsszefoglalasa

A kovetkezd tablakban 6sszefoglaljuk az 6sszes méréallomasra kapott eredményeket.
A ko6z6lt eredmények a GP-eloszlasra épiilé modellbdl szarmaznak, ahol feltételeztiik,
hogy a skalaparaméter az id6vel linearisan valtozik. A p-érték megnevezést oszlop a ska-
laparaméter trendjének meredekségére vonatkozo teszt p-értékét jeloli. A két utolsé osz-
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lop az 1901-1951, illetve az 1952-2002 idészak adatai alapjan becsiilt visszatérési szin-

teket mutatja.

A GP-modellezés dsszefoglaldsa vizallasadatokra

1. tabla

30 éves visszatérési szint
Kiszob | _Skdla- Alak- | Skila- | azidoszak | azidészak

Méréallomas helye | Folyo . paraméter | p-érték A . P o
(centiméter) . paraméter | paraméter elejérdl végérol

meredeksége
(centiméter)
Tiszabecs Tisza 100 1,11 0,01 169,80 | —0,39 511,52 689,90
Tiszabecs Tisza 200 1,05 0,01 118,51 | -0,35 510,60 685,45
Tiszabecs Tisza 300 0,94 0,04 72,99 | -0,27 516,14 675,40
Garbolc Tar 150 3,63 0,00 15,47 -0,56 352,19 771,25
Garbolc Tar 250 2,06 0,02 32,17 | -0,45 426,56 688,19
Garbolc Tar 300 1,82 0,05 15,38 | —0,41 439,95 675,46
Agerdémajor Kraszna 300 -0,36 0,46 358,15 -0,91 662,28 641,56
Agerdémajor Kraszna 500 -0,91 0,10 166,86 | —0,58 679,74 610,99
Agerdémajor Kraszna 450 -0,83 0,23 201,81 | —0,65 674,34 615,08
Csenger Szamos 200 0,23 0,45 187,85 | —0,21 718,40 782,72
Csenger Szamos 300 0,05 0,85 162,57 | -0,18 745,62 761,63
Csenger Szamos 500 0,69 0,29 122,60 | -0,36 702,64 818,17
Vasarosnamény | Tisza 300 1,05 0,00 362,23 | 0,69 792,95 938,43
Vasarosnamény | Tisza 500 1,06 0,00 223,26 | -0,70 795,84 936,52
Vasarosnamény | Tisza 600 1,04 0,00 147,98 | —0,67 796,12 935,18
Zahony Tisza 150 0,09 0,75 362,47 | —0,59 712,45 727,39
Zahony Tisza 350 0,19 0,50 196,04 | -0,47 696,37 730,61
Zahony Tisza 500 0,17 0,58 106,12 | -0,37 693,63 725,17
Polgar Tisza 400 0,64 0,00 155,76 | 0,48 675,58 790,17
Polgar Tisza 550 0,74 0,00 113,83 | -0,70 691,14 783,98
Polgar Tisza 470 0,67 0,00 133,01 | —0,53 680,09 786,26
Szeged Tisza 500 0,20 0,56 193,17 -0,39 870,09 910,32
Szeged Tisza 650 0,24 0,53 134,31 | -0,42 871,20 911,46
2. tabla
A GP-modellezés dsszefoglaldsa vizhozamadatokra

30 éves visszatérési szint
Merdallomas helye | Folyo | ,KUsz0b e prének | Alake | Skila- ) azidoszak ) az idGszak

(kobméter) i paraméter | paraméter elejérol végérdl

meredeksége
(kobméter)

Tiszabecs Tisza 500 1,00 0,71 927,32 -0,28 2853,06 3009,28
Tiszabecs Tisza 700 1,11 0,69 918,08 -0,32 2840,06 2999,68
Tiszabecs Tisza 1000 2,94 0,26 781,82 -0,39 2732,57 3093,92
Garbolc Tar 20 -0,11 0,74 75,09 -0,15 242,05 223,45
Garbolc Tar 40 0,11 0,67 55,81 —-0,02 245,32 220,32
Garbole Tar 60 0,27 0,42 23,81 0,01 204,84 259,04
Agerdémajor Kraszna 35 0,66 0,04 —19,37 0,18 107,79 293,92
Agerdémajor Kraszna 50 0,69 0,16 -23,58 0,25 107,15 299,63
Csenger Szamos 300 4,01 0,00 108,75 0,08 1296,06 2989,18
Csenger Szamos 400 4,10 0,00 142,18 0,03 1368,19 2784,94
Csenger Szamos 650 2,49 0,19 204,44 0,09 1710,54 2524,08
Vasarosnamény | Tisza 450 3,61 0,04 999,62 -0,30 2880,27 3767,97
Vasarosnamény | Tisza 900 4,52 0,00 725,68 -0,27 2721,77 3867,96
Vasarosnamény | Tisza 1500 4,50 0,03 609,49 -0,31 2808,19 3775,95
Felsoberecki Bodrog 450 0,99 0,50 223,03 -0,30 977,60 1098,29
Felsoberecki Bodrog 500 0,09 0,95 249,20 -0,25 1030,36 1041,95
Polgar Tisza 1000 2,20 0,66 575,15 -0,02 3468,39 3884,90
Polgar Tisza 1250 -1,11 0,80 538,53 0,18 4037,70 3737,30
Szolnok Tisza 1150 0,52 0,72 301,80 0,21 3093,50 3353,47
Szolnok Tisza 1300 -0,92 0,68 449,78 0,15 3322,37 2979,32
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Az adatokbol megallapithatd, hogy a legtobb esetben nem szignifikans az idébeni val-
tozas. A néhany 5 szazaléknal kisebb p-érték (ezeket emeltiik ki sotétebb hattérrel) tobb-
nyire a vizallasadatokbol keriil ki és novekvd tendenciat mutat. A vizhozamadatoknal
még kevesebb helyen szignifikdns a trend, de két esetben: Vasarosnaménynal és
Csengernél egyarant felfelé mutat. Az is megallapithatd, hogy a nem szignifikans valto-
zéasok dontd tobbsége is felfelé mutat. Nem tlinik alaptalannak tehat az arvizek magassa-
ganak emelkedésére vonatkozé tapasztalati megfigyelés, bar az is nyilvanvalo, hogy a
vizhozamokra ez a trend sokkal kevésbé egyértelmil, azaz jelentds részben nem a na-
gyobb és szélsOségesebb csapadék, hanem inkabb a meder vizateresztd képességének
valtozasa okozhatja az arvizek magassaganak novekedését.

A kapott visszatérési szintek altalaban jol egybecsengenek a kiilonb6zd szintek ese-
tén, kivételt taldn a szolnoki vizhozamadatsor képez.

A leirt médszerek felolelik az extrémérték-elemzés témakorének legfontosabb, leg-
egyszeriibb modszereit, melyet a modern szakirodalom ma mar rutinszertinek tekint.
Megallapithatd, hogy a modszerek kialltak a hazai gyakorlati alkalmazas probajat, 1énye-
gében barmely alkalmas kiiszobszint az éves maximumok modelljéhez hasonld ered-
ményt adott, azaz nemcsak a szintvalasztas nem, hanem a modellvalasztas sem olyan kar-
dinalis kérdés, mint azt a korabbi hidrologiai elemzések sejttették.
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SUMMARY

In the paper we present the methods of extreme-value analysis, especially the GEV (generalised extreme
value) distributions, suitable for analysing block maxima and the GP (generalised Pareto) distributions, applied
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to peaks over threshold models. We introduce the maximum likelihood method, needed for estimating the
parameters and the profile likelihood method, used for constructing confidence intervals and model selection.
We also show statistical tests, suitable for checking the goodness of fit for extreme value models. Based on
these methods, we present estimators for the quantiles of the distributions of flood data (both water level ad
discharge series from the Tisza catchment area are analysed). These quantiles are just the floods with given
return periods. We also investigate the time dependence of our results.



