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A telitddési, a logisztikus és az ¢letgorbe alakt
trendfiiggvények a gazdasagi-tarsadalmi-demografiai
folyamatok hosszabb tavu eldrejelzésében kaphatnak
meghatarozo szerepet.

A tanulmany egyrészt e fliggvények tobbé-kevésbé
teljes kord, Osszefoglalo attekintését, tulajdonsagaik
bemutatasat tlizte ki célul. Az itt bemutatott eredmé-
nyek jorészt megtalalhatok a szakirodalomban, am
osszefoglalasuk sokat segithet a késébbi alkalmazok-
nak, igy bizonyos értelemben forrasértékii lehet. Mas-
részt ezeknek a fiiggvényeknek a paraméterbecslése
nem trivialis, ezért a szinte mindenki altal hozzaférhe-
t6 Excel kornyezetben kidolgozott parancsfajl segithet
az érdemi alkalmazasok elterjedésében. Lasd:
(http://www.gmi.ktk.pte.hu/index.php?mid=33#SiposB)
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* A szerzOk koszonetet mondanak Hunyadi Ldszlénak és Varga Jozsefnek szakmai tanécsaikért.
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A telitodési, a logisztikus és az életgdrbe trendfiiggvények olyan folyamatok, je-
lenségek leirasara alkalmasak, amelyeknek a novekedése korlatos. A tartds fogyasz-
tasi cikkek (példaul tévé, radio, telefon, auto stb.) forgalméanak alakuldsa — a piac
korlatozottsaga miatt — telitddési trendet kovet, mert van egy szint, ami f61é a keres-
let nem emelkedik. Az ipari termékek életgorbéje is hasonld tendenciat mutat az elsd
felszallo szakaszban, az eltérés azonban az, hogy a csucspont elérése utan leszallo
szakasz kovetkezik, elobb csokken és végiil megsziinik a gyartds és a forgalom.
Gyakran el6fordul, hogy az elsé felszalld szakaszban a fejlodés harom szakaszat kii-
I16nithetjiik el: /. a kisérletezés stadiuma, amit a gyartas beinditasa, a lasstt novekedés
jellemez; 2. a ,nagy felfutds” id6szaka, n6 a kereslet, a gyartds ezért tomegszeriivé
valik; 3. a piac telitddése, amikor mar csak az elhasznaldédas potlasara van lehetdség
(Theiss [1958] 199-200. old.). A piaci érettség, a telitddés szakaszat a kereslet és a
gyartas hanyatlasa (tobbnyire 11j, korszer{ibb termék jelenik meg a piacon), és végiil a
gyartas megsziintetése koveti. A termékéletgdrbe konkrét alakjanak meghatarozasa a
tervezés idoszakaban nem egyszeri feladat. Az élettartam a terméktdl fliggden lehet
néhany hoénap (a divat altal erésen befolyasolt termékek), néhany év (informatikai
eszk6zok) vagy tobb évtized (mezogazdasagi termények).

A telitddési fiiggvényeket (els6sorban a Gompertz- és Johnson-fiiggvényeket) a
demografusok és a biztositdsi szakemberek a népesedési és tilélési folyamatok leira-
sara és kozelitésére hasznaljak. Az inflexios pont jelzi a vizsgalt jelenség fejlodésé-
ben bekovetkezd jelentésebb valtozast és annak varhatd idopontjat is. Az inflexios
pont kifejezi, hogy a fejlédés ,,hajtoerdi” kifulladtak, varhato, hogy a fejlédés jellege
is megvaltozik és lelassul. Tulajdonképpen a fejlédés egyik kritikus pontja éppen az
inflexiés pontnal van. A telitddési fliggvények monoton novekvé fliggvények, ahol
az idévaltozo () novekedésével a novekedési értékek a nullahoz tartanak. Mas meg-
fogalmazasban a fliggvényértékek K telitddési paraméterhez, szaturacids szinthez,
vagyis egy konstans értékhez tartanak, ha az idovaltozo a végtelenbe tart:

fim /(1) = K.

A feladat megkeresni azokat a paramétereket, amelyek mellett az illesztés a leg-
pontosabb. A tapasztalatok szerint az egyszerlibb fliggvényformakkal (lineéris, hat-
vanykitevds, exponencialis, parabolikus stb.) szemben a bonyolultabb telitédési
fliggvények alkalmazasa lényegesen szamitasigényesebb, ugyanakkor kikiiszobdlik
az egyszer(ibb fiiggvények azon hibajat, hogy a ndvekedésnek (vagy csokkenésnek)
nincs felsd vagy alsé korlatja (Freschl [1982], Herman—Varga [1983], Herman
[1985], Valkovics [2001], Hunyadi [2004]). E probléma megoldasara MS Excel pa-
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rancsfijlt dolgoztunk ki. A szdmitasigényesség mint probléma megsziintethetd a be-
mutatésra keriil parancsfijl alkalmazasaval.

A trendek ismertetésénél figyelembe vettiikk Descartes ([1961] 214-215. old.)
moédszertani szabalyait, ami szerint az egyszeriit6l kell haladni a bonyolult felé, va-
gyis figyelembe kell venni azt, hogy az 6sszetett modszerek altalaban specialis eset-
ként tartalmazzak az egyszer(ibbeket. A masik fontos szabaly a felsorolas elve, va-
gyis a teljességre kell torekedni.' Descartes azt is hangstlyozza, hogy minden mod-
szernek elméleti kovetkezményei vannak. A f61don hossza tadvon gyakorlatilag min-
den gazdasagi-tarsadalmi-demografiai folyamat korlatozott térben zajlé ndvekedési
folyamat és ennek kdvetkezménye az, hogy igen gyakran tapasztaljuk, hogy léteznek
telitddési pontok (Fokasz [2006] 19-51. old).

A Descartes-i modszertani szabalyokat figyelembe véve el6szor a legegyszertlibb te-
litédési fiiggvényeket ismertetjiik, amelyek inflexids ponttal nem rendelkeznek. A be-
mutatasra keriil6 kdvetkezd hét S-alaku trendfiiggvény egy inflexids ponttal rendelke-
zik. Az életgorbe- és a Hubbert-féle trendfiiggvény két inflexids ponttal és harom pa-
raméterrel rendelkezik. Az €letgdrbe trenddel tobbek kozott a termékéletgdrbék alaku-
lasat lehet modellezni, ahol a novekedési szakaszt egy csokkend szakasz koveti.

A logisztikus fliggvények régota foglalkoztatjak az idésor modellezés kutatdit. A
XIX. szazad elsé felében Gompertz és Verhulst munkassadgat lehet kiemelni. A
logisztikus fiiggvény a XX. szdzad els6 felében az 6konometriai modellezés egyik
fontos eszkdze volt és szamos modell keriilt kidolgozasra. Népszeriisége bizonyos te-
riilleteken az elmult évszazadban sem csokkent, kiillondsen a piaci és demografiai fo-
lyamatok gyakori jellemzdje, hogy egy ideig gyors iitemben nének, majd késébb ér-
vényesiilnek a novekedés korlatai, csokken a ndvekedési iitem. A folyamat jellegétol
fliggden a novekedés bizonyos id6 utan a nullahoz tart, illetve az is elképzelheto,
hogy a tendencia megfordul.

1. Inflexios ponttal nem rendelkezo telitédési gorbék

A kovetkezékben a Mitscherlich-,” a Bertalanffy-,* az egyszertien modifikalt ex-
ponencialis, a Tornquist 1., valamint Tornquist 2. fliggvényeket mutatjuk be roviden
(Mitscherlich [1919] 167-182. old., Bertalanffy [1938] 181-213. old., Kotz et al. [2006]

" A teljességre természetesen csak torekedni lehet, szamos logisztikus fiiggvényt nem tudunk bemutatni,
példaul: Korf-fiiggvény (Liao—Podrazsky—Liu [2003] 545. old.), Weibull- és Béta-fiiggvények (Xinyou Yin et
al. [2003] 362. és 369. old.), Causton- és Venus-fiiggvény (Colin [1999] 715. old.).

2 Eilhard Alfred Mitscherlich (1874—1956) német agronémus.

3 Ludwig von Bertalanffy (1901-1972) osztrak sziiletésti biologus, a rendszerelmélet megalkotoja.
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14. 8727-8728. old.). (Lasd az 1. tablazatot.) E fiiggvények kozos jellemzoje, hogy
inflexids ponttal nem rendelkeznek, értelmezési tartomanyukon (0—o intervallumon)

konkav modon viselkednek.

Ez utébbi tulajdonsag akkor teljesiil, ha a fliggvény kétszer differencidlhaté az
idévaltozo szerint és a masodik derivalt negativ. Az ismertetésre keriilo telitddési

fliggvények masodik derivaltja mindeniitt negativ.

Ha K azonos, akkor Kb=a, tehat a Bertalanffy-fiiggvény és az egyszeriien modifi-
kalt exponencialis fliggvény azonos.

1. tablazat
Inflexios ponttal nem rendelkezd telitédési gorbék fobb jellemzdi
- d*p A
Fiiggvény Formula Vo 7; ,hjg 7,
Mitscherlich j/, =K (1 - efr’) 0 _Krle K
Bertalanfty j;t = K(l — befﬂ) K(l _ b) —Kbrle X
Egyszertien modifikalt exponencialis $ =K —ac™ K—a et ©
figgvény
- Kt 0 —2aK «
T6 ist 1. =
6rnquis pA o ax t)3
T > (ash K(t+a) Ka 2K(a—-b) «
ornquist 2. (a< =— 7 == = 7
4 @) T b (b+1)

Az inflexios ponttal nem rendelkezd telitodési fliggvények sematikus abraja a ko-

vetkez6képpen néz ki.

1. abra. Az inflexios ponttal nem rendelkezd telitédési fiiggvény

Y

K
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Tipikus alkalmazasi teriiletiik a jelentds technoldgiai ujitassal gyartott termékek
gyors elterjedése az adott szegmensben, amikor termékvaltas kdvetkezik be: példaul
ilyen volt a rugods orat felvaltd kvarcora, a fekete-fehér tévét valto szines tévé vagy a
koézelmultban a plazma- és LCD-tévék megjelenése a piacon.

2. Egy inflexios ponttal rendelkez6 trendfiiggvények

A logisztikus trendfliggvények kezdetben konvex, késébb konkav fiiggvénygor-
bét irnak le. Ezeket a logisztikus trendfiiggvényeket, alakjuk miatt S-alaku fiiggvé-
nyeknek is hivjék a szakirodalomban. Tanulmanyunkban a logisztikus, a késleltetett
logisztikus, a négyzetesen logisztikus, a Gompertz-féle, a 63 szazalékos, a Johnson-
féle és az altalanositott Richards-féle trendfiiggvényeket mutatjuk be.

2.1. A logisztikus trendfiiggvény

Az egyik elsé logisztikus trendfiiggvényt (népesség ndvekedési modellt)
Verhulst* 1838-ban publikalta:

A K Ke”

t (e s
l+e c(t m) ecm +ect

ahol

K — a telitettségi szint, K >0;

m — az inflexios pont helyét adja meg, m > 0;

¢ — a novekedési sebességet jellemzd paraméter, ha ¢ >0, akkor
logisztikus novekedésrol, ha ¢ < 0, akkor logisztikus csokkenésrél van
sz0.

A fiiggvény inflexioés pontjanak® koordinati:

4 pierre-Francois Verhulst belga matematikus, statisztikus (1804—1849).

Egy fiiggvény inflexios pontjan azt értjiik, hogy ebben a pontban az érinté atmetszi a gorbét. Az inflexids
pont létezésének sziikséges feltétele — ha a fiiggvénynek az inflexids pontban a harmadrendii derivaltja is 1étezik
— az, hogy a fliggvény masodik derivéltja ebben a pontban nulla legyen, az elégséges feltétel pedig az, hogy a
harmadik derivalt az inflexids pontban ne legyen egyenldé nullaval. Természetesen feltételezziik, hogy a figg-
vény az inflexids pont kdrnyezetében haromszor differencialhatd. Mivel (e‘r)vz e", igy ez a feltétel az esetek
tobbségében automatikusan teljesiil. Az inflexids pont létezésének sziikséges €s elégséges feltétele az is, ha a
masodik derivalt a zérus pontjaban eldjelet valt, ami azt mutatja, hogy a konvex (konkav) ivet konkav (konvex)
koveti. Az inflexios pontok meghatarozasahoz a DERIVEG szoftvert hasznaltuk.
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dz)A), _ Kc2ec(m+t) (ecm _ect)

dr’ ( o 4 o )3 =0,
e(,t — ecm’
1, =m,
;K
lw 2 *

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenld 0-val, mivel:

3 A
d );t _o,
ar |,

w

e2cm _4620m + eZcm — 0,

—26%™ % 0.
A fiiggvény helyettesitési értéke a # =0 helyen és a telitddési szint:

. K
B B —
(1+e™)
limy, =K.
t—o0
Napjainkban logisztikus trendfiiggvény névvel az egyik legelterjedtebben alkal-
mazott, Pearl-Reed-féle® logisztikus telitddési fiiggvényt illeti az irodalom (Pearl-
Reed [1920] 275-288. old., Farnum—Stanton [1989] 189-191. old.). A fiiggvény
szimmetrikus az inflexios pontra, ahol a gorbe a telitettségi szint felét (K / 2) éri el.
A telitédés annak a kdvetkezménye, hogy a gorbe a konvex szakaszbdl konkavba
megy at, azaz a vizsgalt jelenségben fordulopont (mindségi valtozas) kovetkezett be.
A fiiggvényt leir6 formula:

. K Ke

y = o s
"ol4be e +b

ahol

K — a telitettségi szint, K >0;
b — a helyzetparaméter, b >0 ;

¢ Raymond Pearl (1879-1940) amerikai biologus, Lowell J. Reed (1886—1966) matematikus, biostatiszti-
kus.
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¢ — ndvekedési sebességet jellemzd paraméter, ha ¢ >0 logisztikus
novekedésrol, ha ¢ <0, akkor logisztikus csdkkenésrdl van szob.

A 2. abra mutatja a fiiggvény alakjat és nevezetes pontjait.

2. abra. A Pearl-Reed-féle logisztikus trendfiiggvény

Vi

K

K K

2 I be @

K-

1+b , b 4

A fliggvény inflexiés pontjanak koordinatai:

a5, bc*Ke (b - e“’)

d’ (et p)

B

t

w 2

J;zw = 5

_mb
C
K

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenl6 0-val, hiszen b >0, tehat eb-
ben a pontban inflexios pont van:

d*3,
dr

t

= O,
w

b _4pelnt 4 p? — 0,
b=0.
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A fiiggvény helyettesitési értéke a £ =0 helyen és a telit6dési szint:

limy, =K.

t—

Konnyen belathaté az, hogy a Verhulst és a Pearl-Reed-féle fiiggvények 1énye-
gében azonosak:

Ke“ Ke<!

ecm + eCl‘ eCt + b!

2.2. Késleltetett logisztikus trendfiiggvény

Az eléz6ekben bemutatott logisztikus trendfiiggvénynek az inflexids pontra vald
szimmetriaja sok iddsor esetén modellezési szempontbdl nem helytalld. Ha a kezdeti
ndvekedés gyorsabb litemil, és a gorbe az inflexios pontot a telitettségi szint felénél
korabban éri el, akkor hasznalhatjuk a késleltetett logisztikus trendfiiggvényt. Az inf-
lexids pont utdn a késleltetett logisztikus trendfiiggvény konkav szakasza hosszabb
¢és elnyujtottabb, mint a logisztikus trend hasonlé konkéav szakasza, tehat késleltetett
hatas érvényesiil a telitddési szint elérésében. A 3. abra a késleltetett logisztikus
trendfiiggvény alakjat és nevezetes pontjait mutatja be.

3. abra. A késleltetett logisztikus trendfiiggvény

Y
K
K _ K
_ V= "
2 T
1+[—j
K(a-1) t
2a
T t
a—1
[WzTa
a+l

Statisztikai Szemle, 87. évfolyam 4. szdm



Trendfuggvények becslése €xcel parancsfajllal 389

A fiiggvényt leir6 formula:

ahol

T — a helyzetparaméter, 7 >0 ;
a —ndvekedési sebességet jellemzd paraméter, a > 1.

Amennyiben ¢t =T, ugy:

~ K
yT=?'

A fiiggvény inflexios pontjanak koordinatai:’

ak (a—1)(f)a —a-1

dZAt — Z a:0
dt’ T t '
? [j +1
t
tw:Taa_l,
a+l1
. K(a-1
;) K
2a
A telitédési szint:
limy, =K.
—0

2.3. Négyzetesen logisztikus trendfiiggvény

A 4. édbra mutatja be a négyzetesen logisztikus fiiggvény alakjat és nevezetes
pontjait.

7 Bizonyithato, hogy a harmadik derivalt nem lehet 0 az adott pontban, de a bonyolult képletet nem kozol-
jiik. Kérésre a szerz6k megkiildik a sziikséges részleteket.
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4. dbra. A négyzetesen logisztikus trendfiiggvény

Vi
K
_ K?
ng W= o
(1+be )
X2
(1+b)2 t,=1n2b

c

A négyzetesen logisztikus fliggvény, mint a neve mutatja, a logisztikus trend-
fliggvény négyzete. A fliggvényt leir6é formula:

)A/ _[ K jZ ~ K2e2ct
© l+be (e0’+b)2’

ahol

b — a helyzetparaméter, b >0 ;
¢ —a ndvekedési sebességet jellemz6 paraméter, ¢ > 0.

A fliggvény inflexids pontjanak koordinatai:

4>y, 2bc*K?e* (21)—6”)

r (e ) |

_In2b

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenld 0-val, hiszen b >0, tehat itt
inflexids pont van:
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d*3,
dr’

t

= 0,
w

e21n2b _7beln2b +4b2 — 0
4h* —14b% + 4b> = —6b° =0,
bh=0.

Az inflexiés ponttal jellemzett irdnyvaltas tehat a négyzetesen logisztikus fiigg-
vény esetében késobb kovetkezik be, mint a logisztikus trendfiiggvénynél ugyanis:

Inb 1In2b
—<
c c

A fiiggvény helyettesitési értéke a # =0 helyen és a telitédési szint:

. K’
C(1+b)

lim , = K.

t—0

2.4. Gompertz-fiiggvény

Benjamin Gompertz® mar a XIX. szazad elején (Gompertz [1825)) felfedezte azt a
halanddsagi torvényt, amit az allatokon végzett vizsgalatok is megerdsitenek. Az
emberi halanddsdgi rata a nemi érettség elérése idején a legkisebb, utdna exponencia-
lisan emelkedik. Az id6 ebben az esetben az életkor. Valkovics Emil [2001] tanulma-
nya példaul az eredeti Gompertz-formula megfeleld 4talakitdsaval ujradefinilta a
halandosagi tabla fiiggvényeit, és példakkal szemléltette a Gompertz-fiiggvény
megndvekedett felhasznalasi lehetdségeit a demografia egyes teriiletein.

A Gompertz-fiiggvény eredeti alakja (Kotz [2006] 14. 8727-8728. old.):

$=Kb*,
Iny=InK +c'Inb.

A Gompertz-fliggvény az elébbi fiiggvény tovabbfejlesztése alapjan egy kettds
exponencialis fliggvény (a kitevében is egy exponencialis kifejezés szerepel). Az

8 Benjamin Gompertz (1779-1865) biztositasi matematikus.
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eredeti modell és levezetése alapjan a nemzetkozileg leginkabb elterjedt és elfogadott
forma jelenleg a kdvetkezd:

P = K" =K exp(be” ) )
Ekkor logaritmalas utan:
Inj, =InK +be”,

ezt a szokasos jeldlésekre (pozitiv paraméterek) attérve, bevezetve a b=-b ¢és
c =—c jeloléseket, azt kapjuk, hogy

5 =Ke",
Inj, =K +(~be ™).

ahol

¢ — andvekedési sebességet jellemzo paraméter, ¢ >0;
b — a helyzetparaméter, b >0 .

Az 5. abra mutatja be a fiiggvény alakjat és nevezetes pontjait.

5. abra. A Gompertz-féle trendfiiggvény

_ 7befct
YV, =Ke

Sy s

_nb f
C

t

w

A Gompertz-fiiggvény a logisztikus fliggvénynél meredekebben emelkedik a fej-
16dési szakaszban €s igy hamarabb éri el a telitettségi szintet.
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A filiggvény inflexids pontjanak koordinatai:

d’p o , ,
sz’t _eh (czsze_z" —csze_")zo,
t
Inb
tH} :_’
c
. K
ytw =
e

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenlé 0-val, tehat itt inflexios pont
van:

3 A
i

| 0

[M/'
—Inb b | 12 -3nb
e " —=3be """ +b%e " =0,

b =0,

A fliggvény helyettesitési értéke a =0 helyen és a telitddési szint:

« » K
P = Ke™ ==
e
lim y, = K.
t—©

2.5. A 63 szazalékos trendfiiggvény

A 63 szazalékos fliggvény egyik nevezetes pontjardl kapta a nevét: a fiiggvény a
t =T idépontban éri el a telitddési szint 63 szazalékat.
A fiiggvényt leir6 formula:

ahol

T — a helyzetparaméter, 7 >0 ;
a — andvekedési sebességet jellemz0 paraméter, a > 1.
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A 6. abra mutatja a fiiggvény alakjat és nevezetes pontjait.

6. dbra. A 63 szdzalékos trendfiiggvény

Vi

0,63K
k-1 y=K- If”
L) 7

A fiiggvény nevét ado pont, ¢t =7 esetén a fliggvény a telitddési érték 63 szaza-
1€kat veszi fel.

yTzK—E:K{LJJ=Q6wK.
e e

A fliggvény inflexids pontjanak koordinatai:

o 7|2 G) mo-og]|

+ - B
dr? ? s
1
t,=Tagl——,
a
N K
Yy =K- 1

A harmadik derivalt ebben a pontban csak akkor egyenld 0-val, ha a =1, viszont
az a > 1, tehat az inflexios pont 1étezésének elégséges feltételét bizonyitottuk:
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3 A
a0

| 0

w

1y 1Y 1
a2(1——] +3a(l—a)(1——j +(a—l)(a—2)(1——)=0.
a a a

A két emlitett nevezetes pont ( V7 j/,w ) , azaz a 63 szazalékos €s az inflexids pont

t

koordinatai alapjan jol lathatd, hogy az a paraméter ndvekedése esetén a két pont
egyre kozelebb keriil egymashoz, azaz lim¢, =T és limp, =7, .
-0 W

a—>x0 a

A fiiggvény helyettesitési értéke a # =0 helyen és a telitddési szint:

Yo =0,
limy, = K.

t—0

2.6. Johnson-trendfiiggvény

A Johnson-gorbe a logisztikus fliggvénynél gyorsabban emelkedik és nem szim-
metrikus, azaz az inflexids pont révidebb id6 alatt érhet6 el, tehat az inflexios pont és
a telitettségi szint kozotti szakasz hosszabb. A gyors ndvekedést 1ényegesen lasstibb
telitodési (érett ndvekedési) szakasz koveti, mint a logisztikus fliggvény esetében.

A fiiggvényt leir6 formula:

yt_e c+t,

- b
Inp, =K—-—o
c+t

ahol

b — a helyzetparaméter, b >0 ;
¢ —andvekedési sebességet jellemzd paraméter, ¢ > 0.

A 7. dbra mutatja be a Johnson-trendfiiggvény alakjat és nevezetes pontjait. Az
inflexiés pont koran, a b_ ¢ idépontban bekdvetkezik, amit egy elnyujtott, hosszabb

konkav szakasz kovet.
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7. abra. A Johnson-trendfiiggvény

A fliggvény inflexids pontjanak koordinatai:

dzjz, B beK_[b/(m)] [b -2 (c + t):|

dr’ (c+1)’ ’
b
t,=——¢,
2
j}t :eK—Z

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenld 0-val, mivel b >0, tehat itt
inflexids pont van:

3 A
d);t —o,
dt

ty,

b #0.
A fiiggvény helyettesitési értéke a =0 helyen és a telitddési szint:

k-t

Yo=e ¢,
oA K
limy, =e".
t—o
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2.7. Az altalanositott Richards-féle logisztikus trendfiiggvény

Richards kiegészitette egy v paraméterrel a Verhulst-fliggvényt, ezzel az inflexios
pontban aszimmetrikussa téve azt (Richards [1959] 290-301. old., Xinyou Yin et al.
[2003] 361-371. old.):

ahol

v — szabalyozza az inflexidos pontban felvett fliggvényértéket,
v>0;

¢ —ndvekedési sebességet jellemzd paraméter, ¢ > 0;

m — a maximalis novekedés ideje (az inflexids pont), m > 0.

A fiiggvény inflexids pontjanak koordinatai tehat, mivel a harmadik derivalt nem
nulla:

thm,
5, =—% _
Y1)

A fliggvény helyettesitési értéke a =0 helyen és a telitddési szint:

. K
Yo = 1/v?
<1+vecm)
limy, =K.
t—o0

Az éltalanositott Richards-féle logisztikus trendnek a hazai és a nemzetkdzi szak-
irodalomban jelenleg széles korben elfogadott képletében feloldottak azt a feltétele-
zést, hogy a fliggvény nem rendelkezik alsé aszimptotaval (Pella—Tomlinson [1969],
Colin [1999], Fokasz [2006] 29. old.). Ez az 6t paraméterrel rendelkezo fiiggvény
egy olyan S-alakll gérbét hataroz meg, amely palyajat az 4 also korlat és a K telitd-
dési szint kozott futja be.
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A fliggvényt leiré formula

(K-4)

oA (1 +ye =) )l/v .

8. dabra. Az altalanositott Richards-féle trendfiiggvény

Y
K
K—-4A4 _
) )
SR (TS ) s n
Y (1 + Veic(tim))
A
Vo=A+ (K-4)
T e
. =m t

A fiiggvény inflexids pontjanak koordinatai:

2
% — cze"(’"‘*"/") (K _ A)(ecm _ect)(vecm e )—(2v+1)/v 0,
t,=m,
K-A4
j}f =4+ ( 1/1
! (1+v)

A harmadik derivalt ebben a pontban nem egyenlé 0-val, mivel v >0, tehat itt
inflexids pont van:

d’3,

| O

y=-1.
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A fliggvény helyettesitési értéke a =0 helyen és a telitodési szint:
(K—4)

RN VY
(1 +ve™ )

limy, =K.

Vo=A+

>

Ha A4=0 ¢és v=1, akkor az Altalanositott Richards-féle trendfiiggvény
logisztikus fliggvénny¢ alakithato:

N K
Y=

gt

Ha A=0 ¢és v— 0, akkor a Richards-fiiggvény Gompertz-fiiggvénnyé¢ alakul at,
mert 1+x~e*,ha x >0 (Xinyou et al. [2003] 362. old.):

7c(t7m)

y,=Ke™*

Ha 4=0, m=0 és v=-1 a Richards-fiiggvény Mitscherlich-trendfliggvénny¢
alakul:

j=—r =K(1-¢).

( | gc(t=0) )‘1

3. Két inflexios ponttal rendelkezé trendfiiggvények

Az egy inflexids ponttal rendelkezd telitddési gérbék bemutatasa utan a két infle-
xi6s ponttal rendelkezé trendek koziil az életgorbe’ és Hubbert-fiiggvényeket ismer-
tetjiik.

3.1. Eletgorbe trendfiiggvény

Az életgorbe trendfiiggvény a termékéletgdrbe alakuldsat mutatja, nevét is innen
kapta, mivel a termék piaci forgalmanak (volumenének) alakulasat abrazolja az id6

? Haustein [1972] az életgdrbe trendet 6kologiai fiiggvénynek nevezi.
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fliggvényében. A kovetkez6 — a marketing szakirodalmaban ismert — szakaszokat le-
het megkiilonboztetni: keletkezes, bevezetés, novekedés, érettség (telitddés, itt éri el
a forgalom a maximalis értéket), tehat eddig egy S-alaku trenddel leirhat6 a folyamat
alakulasa, s ezt kdvetden torténik a valtozas, a telitddést koveti a hanyatlas. A termék
kereslete egy bizonyos id6 utan drasztikusan csokkenhet. Donteni kell a termék gyar-
tasanak leallitasarol, a piacrél vald kivonasrol. A 9. abra mutatja be az életgdrbe
fliggvény alakjat és nevezetes pontjait.

9. dbra. Az életgorbe trendfiiggvény

- ae—wz(f—‘r)z

=
[

Dk

T T+

1 1
o V2w

A vallalatgazdasagi szakemberek altalanosan elfogadjak a termékéletgorbék le-
irasat a kovetkezd trendfiiggvénnyel (Kordn [1978] 123-124. old., Kotler—Keller
[2006] 189. old., Ivanyi [1984] 28-29. old.):

ahol a termék életgorbe alakulasanak megfelelden:

¥, —atermékbdl a ¢ -edik évben értékesitett mennyiség becsiilt érté-
ke;

a — az éves értékesitési volumenek varhatdo maximuma;

o — a gorbe alakjat, az inflexios pontok helyét meghatarozé alak-
paraméter;

T —a maximalis értékesités varhat6 idépontja.
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A fiiggvény maximuma, mivel ebben a pontban az elsé derivalt nulla és a maso-
dik derivélt a T pontban negativ:

D 2
D _ 2a0° (T - t)e_mz(’_r) =0,
dt

tmax = T’

M =4a

max

A fliggvény inflexids pontjai:

25 2
d )2/’ = 2aw?e ™ () [20)2 (t— 1)2 - IJ =0,
dt
1
t . =Tr—,
wswy \/E(,O

Bizonyithato, hogy a harmadik derivalt ezekben a pontokban nem egyenlé 0-val,

tehat ebben a pontban inflexids pont van.
A fliggvény helyettesitési értéke a # =0 helyen és a telitddési szint:

lim y, = 0.

t—©

Az életgdrbe trendfliggvény és a normalis eloszlés stirliségfiiggvénye kozotti dssze-
fliggést az alabbiakban mutatjuk be (Haustein [1972] 186—187. old.). Amennyiben

1 1
a = b = bl
2162 267
ugy
5 maeete Lo
2no

a t varhato értékii, o> varianciaju normalis eloszlas stirliségfiiggvénye.
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3.2. Hubbert-trendfiiggvény

A Hubbert-féle trendfliggvény alapjan olajhozamcsucsnak nevezziik a kdolaj ki-
termelésének idobeli tetézését. Az olajhozamcsucs az un. Hubbert-féle csucselmélet
alapjan szamithat6, amelyet Hubbert [1956], a Shell Oil Kutatélaboratorium geofizi-
kusa 1956-ban alkotott meg. Az elmélet az Egyesiilt Allamok kdolaj-kitermelésének
maximumat 1965-1970 iddszakra becsiilte. Ezzel mindossze egy évet tévedett, az
Egyesiilt Allamok kitermelési csticsa 1971-ben volt. A foldgaz, a készén, a vasére,
valamint mas nyersanyagok rendelkezésre all6 mennyisége — hasonloan a kdolajhoz
— véges, igy termelésiik hosszll tdvon a Hubbert-fliggvénnyel prognosztizalhato.

Hubbert' matematikai modelljét egy olajmez6 varhato élettartamanak modelle-
zésére dolgozta ki. A modell alkalmazhato egyes teriiletek vagy akar az egész Fold
készleteire is.'' A 10. abra mutatja be a Hubbert-trendfiiggvény alakjat és nevezetes
pontjait.

10. abra. A Hubbert-trendfiiggvény

Vi
bU
4
bU LA
6 (1+e"(”>)
t
T_111(2;\/5) K . 1n(2;\/§)

A fiiggvényt leir6 formula (Laherrére [2000]):

. pU ) _ bULSMY
" (1+e”(H) )2 ) (e’” +e"’)2 ’

' Marion King Hubbert (1903-1989). Kutatasi eredményei: www.hubbertpeak.com/hubbert
/Bibliography.htm. (Elérés datuma: 2009. januar 28.)

" Hubbert 1956-ban  megjelent tanulmanydban azt prognosztizilta —(www.hubbertpeak.com/
hubbert/1956/1956.pdf), hogy példaul a texasi kdolaj- €s foldgaztermelés 1973-ban eléri a csucstermelést, majd
ezt kovetGen a termelés csokkenni fog és 2050-ben meg fog sziinni. A Hubbert-prognézist napjainkig igazolta
az ido.
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ahol

b —a meredekséget kifejez6, vagyis az emelkedést (a felszallo
agat) és az ereszkedést (leszallo agat) leird, az inflexids pontokat meg-

hataroz¢é alakparaméter;
U - a teljes Hubbert-trend becsiilt értékeinek dsszege,' az iddten-

gelyen;
T — az az id6pont, ahol a gorbének csticspontja van.

A fiiggvény maximuma, mivel ebben a pontban az elsé derivalt nulla és a maso-
dik derivalt a T pontban negativ:

d_f/t _ szeb(Hr) (ebr . ebz) 0.

3
dt ( PN )

A fiiggvény inflexids pontjai:

t
20y,
dt*
2 — 4P 4 o2 2,

iln(2+\/§) z‘cil’317,

Fuiny = b b

A fiiggvény helyettesitési értéke a 1 =0 helyen és a telitddési szint:
bUe ™™™
2 b
(1 +e" )

lim y, =0.

[—w

A

Yo =

12 Ultimate recovery of crude oil: the total resource available (a kéolaj utolsd kitermelése, vagyis az dsszes
elérhet6 készlet).
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4. Az Excel parancsfajl miikodése

A szerzok altal kidolgozott fajl (logisztikustrendekbecslése.xls)" a bemutatott ti-
zenkét trendfliggvény illesztését konnyiti meg a felhasznalok szamara. Tizenkét
munkalapot tartalmaz, melyek a kiilonb6z6 fiiggvényformak nevei alapjan keriiltek
elnevezésre, valamint egy Ciklus nevii munkalapot, mely a kiilonboz6 illesztett tren-
dek alapjan hosszu tavu ciklusok vizsgalatat teszi lehetdvé. A rovid és a hosszu cik-
lusok vizsgélata jelen tanulmanyunknak nem témaja (Sipos [2006], Kehl-Sipos
[2007a, b]). A fajlban a cellak szinezése jelentdséggel bir: a halvanysarga cellak sza-
badon valtoztathatok, a zold cellak az egyes paraméterek javasolt kezdeti értékeit ad-
jak meg, mig a fehér cellak szamitasi (rész)eredményeket tartalmaznak. A szinezés
alapjan lathato, hogy a fajl maximalisan 1000 hosszusagt id6sor feldolgozasara ké-
pes. Az egyes munkalapok kdzott nincs Osszefiiggés, azaz amennyiben tobb trendet
kivéan a felhasznal6 illeszteni ugyanarra az adatsorra, ugy az adatokat valamennyi ki-
valasztott lapra be kell masolnia. A fajl az adatok beillesztését kvetden azonnal ab-
razolja az idésort, valamint az aktualisan bevitt paraméterek alapjan a trendfiigg-
vényt is. Az 1d6 oszlop kitdltése opcionalis, amennyiben kitoltésre keriil, iigy az ab-
razolas esetén ezt figyelembe veszi a fajl az idétengely felirataként.

A javasolt kezdeti paraméterek az egyes fiiggvények nevezetes pontjai (maxima-
lisan felvett érték, elsé idészak megfigyelésének értéke, inflexios pont stb.) alapjan
keriiltek meghatarozasra. A Pearl-Reed-féle logisztikus fiiggvény példajan keresztiil
mindez azt jelenti, hogy a K paraméter javasolt értéke az idésorban talalhaté6 maxi-

malis értékkel egyezik meg (1% = ymax) . A b paraméter kezdd értékének meghataro-

z4sa az
. _ K
0 1+b A
Osszefiiggés alapjan
- K
br—-1
N

moédon torténik, ahol ~-mal az adott paraméter kozelitd, kezdeti értékét jeloljik. Az
inflexioés pont nyujt segitséget a harmadik paraméter kozelité meghatarozasahoz. A
f4jl megkeresi az inflexios pontban felvett K/2 fliggvényértékhez legkozelebb esd,
de annal kisebb tényleges iddsori értéket, amibdl ¢, feltételezett értéke kovetkezik.

" A parancsfijl letoltheté a Statisztikai Szemle honlapjarol (www.ksh.hu/statszemle).
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Ekkor

S

In
t

w

E:

l ‘

alapjan kovetkeztethetiink ¢ kozelitd értékére. A tobbi trend esetén az ajanlott kezdod-
értékek teljesen hasonld modon keriiltek meghatarozasra, a levezetéseket az Excel
fajlbol kiolvashato fliggvények alapjan az Olvasora bizzuk.

Az indulé paraméterek ilyen modon torténd meghatarozasa azt okozhatja, hogy
amennyiben olyan jelenséget vizsgalunk, amely mar , lefutott”, és az illeszteni kivant
fliggvény alkalmas, ugy a kezd6 paraméterek megadasaval jol illeszkedd fliggvényt
kapunk. Amennyiben egy telitddési, vagy életciklus-folyamat elején tarto jelenséget
vizsgalunk, ugy a feltiintetett paraméterek helyett szakértdi, elemzdi tapasztalatra
kell tamaszkodni. Az indulé paraméterek természetesen nem minden esetben adnak
tokéletes javaslatot, igy lehetdség van a paraméterek kézi vezérlésére is. Valamennyi
munkalap tartalmaz olyan parancsgombokat, melyek a paraméterek finomhangolasat
végzik el (Opt. mind). A parancsgombok az Excel beépitett Solver funkciojat hivjak
meg, a célfiiggvény pedig az R* maximalizalasa az egyes paraméterek iterativ val-
toztatasaval. Lehetdség van arra is, hogy a Solver a (kézzel, szakértdi becslés alapjan
beallitott) telitddési paraméter értékén ne valtoztasson, ekkor csupan a tobbi paramé-
ter nagysagat fogja a program meghatarozni (Opt. K nélkiil). Az Excel beépitett
Solver csomagja nem képes minden esetben globélis optimumot talalni,"* igy érde-
mes az illesztést tobb kiilonbozd, kézzel bedllitott induldértékkel elvégezni. Foként
az életgorbe és Hubbert fiiggvények esetén problémat okozhat a paraméterek nagy-
sagrendjének jelentds eltérése. A Solver ebben az esetben a tilsagosan nagy paramé-
tert nem mozditja el kezdeti értékérol. A megoldas az eredeti adatsor dimenzidjanak
valtoztatasa (példaul 1000-rel vald osztas). A fajl

Z(yt_j’t)z
R*=1-- S=1-
> (=) SST

t

moédon szamit, ahol SSE (Sum of Squared Errors) a reziduumok négyzetdsszege;
SST (Sum of Squares Total) a teljes eltérés négyzetdsszeg.

A kielégitonek itélt paraméterek megtaldlasa utdn az extrapolacié beallitasaval
lehet6ség van a trend mechanikus kiterjesztésére (a megfigyelések szdma az extrapo-
lacioval egyiitt sem Iépheti at az 1000 darabot). A Ciklus munkalapon az illesztett

'4 A piacon elérhetk globalis optimumot meghatarozé, Excelbe beépiild Solverek is, am ezek nem ingye-
nesek.
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trendek tovabbi vizsgalatara (reziduumok abrazolasa, mozgoatlagolasa) és Osszeha-
sonlitdsara nyilik lehetdség. A Ciklus munkalap valamennyi esetben az adott fiigg-
vény sajat munkalapjan beallitott paraméterezés alapjan dolgozik.

5. Gyakorlati alkalmazasok

A tovéabbiakban az ismertetett gorbék illesztésével kapcsolatban harom gyakorlati
példat mutatunk be. A példak rendre a bemutatott fliiggvénycsaladokat mutatjak be.

Az eladott lakasok arbevételének kapcsolata a reklam és marketing kiaddsokkal

Az elsé példaban egy ingatlanforgalmazo iroda adatait vettiik alapul, amely 0] épi-
tésli ingatlanokat értékesit. 1985 és 2007 kozott rendelkezésiinkre alltak a marketing és
reklam kiadasok, valamint az eladott lakasokbol szarmazé arbevétel. A reklam koltsé-
gek — tapasztalatok szerint — nem az arbevétellel aranyosan nének. Van egy bizonyos
szint, arany, amelynél hatékony a reklam- és marketingmunka. A 11. dbra mutatja a
marketing- és reklamkiadasok egy forintjara jutd arbevétel évenkénti alakulasat, a
stagnalas 2000-t61 allandosult, a telitddési paraméter 10 forint koriil van.

11. abra. A reklamkoltségek egy forintjara juto arbevétel alakulasa

Forint
12
10 //
8 /

6 /

4
2 /K
O X ' ' X 3
1985 1990 1995 2000 2005 ¢év

— Egy forintra jut6 arbevétel — Bertalanffy-trend

A legjobb illeszkedést (az inflexios ponttal nem rendelkezo fiiggvények alkalma-
zasaval) a Bertalanffy-trend esetén értiik el, R? =0,9005 -6s érték mellett.
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A kotermelés alakulasa

Az elméletben bemutatott hét darab, egy inflexids ponttal rendelkez6 fliggvény il-

crer

tuk ki, ami 1900-tol all rendelkezésre. A legjobb illeszkedést, féként a paraméterek
szamanak koszonhetOen, a Richards-féle trend mutatta.

12. dbra. Az Egyesiilt Allamok kétermelésének alakuldsa
Tonna/fé

7,0

6,0

Ju%A
naT1V

N s

2,0 f

1,0 VN \_/jd
g A
0,0 —_—
(=1 wv (=1 vy (=1 bl (=1 el (=1 bl (=3 Nal f=3 Val (=} vy (=3 ) f=4 wv (=3 v
(=4 (=3 — — I o o o < < w vy O O I - oo oo D =3 (=3 (=3
S 322932323333 33333 g gw
— Kotermelés Richards-trend

A nyersolajtermelés alakulasa

Amint azt mar emlitettiik, Hubbert 1956-ban késziilt progndzisa szerint a nyersolaj-
termelésben a forduldpont az 1970-es évek elején varhato az Egyesiilt Allamokban,
amikor a néveked6 szakaszt egy csokkend valtja fel.

A Hubbert-progndzis teljesiilését mutatja be a 13. abra, ahol a csucs- és fordulépont
1970-ben volt az Egyesiilt Allamok nyersolajtermelésének a népességszammal korri-
galt idésoraban, 1860 és 2007 kozott.

A két, elméletben bemutatott trend koziil a Hubbert-trend illeszkedését mutatjuk
be a kivalasztott id6sorra, de az életgorbe illesztése is nagyon hasonld fiiggvényképet
eredményez. A magyarazé erd mindkét esetben igen magas, 99 szazalék koriili. Az
abra elkészitésekor 50 évnyi extrapolaciot allitottunk be, annak érdekében, hogy az

Egyesiilt Allamok nyersolajtermelésének prognosztizalt értékeit is figyelemmel le-
hessen kisérni.

Statisztikai Szemle, 87. évfolyam 4. szédm



408 Kehl Daniel — Dr. Sipos Béla

13. dbra. Az Egyesiilt Allamok nyersolajtermelésének alakuldsa
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— Nyersolajtermelés Hubbert-trend

Jelen tanulmanyunkban telitddési, logisztikus és életgorbe alaku trendfiiggvények
becslésével foglalkoztunk. Bemutattuk a fiiggvények egy lehetséges csoportositasat,
a széban forgd fiiggvények nevezetes pontjait és tulajdonsagait. Dolgozatunk részét
képezi egy Excel formatumu fajl is, amely a fiiggvények illesztését konnyiti meg a
felhasznaloé szamara. A fajl a részletesen bemutatott trendek illesztését végzi el a pa-
raméterek valtoztatasaval. Az Excel beépitett Solvere nem képes ilyen jellegli prob-
1émak esetén a globalis optimum meghatdrozaséra, de a kézzel beallitott paraméterek
»finomhangolasara” megfeleld. A tanulmany lezarasaként a kiilonb6z6 tipusu tren-
dek alkalmazasara egy-egy példat mutattunk be.
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Summary

The logistic and life curves can play a significant role in forecasting long-term economic and
demographic processes. These functions assume a slow growth in the beginning that accelerates in
time and finally, after the inflectionary point the pace of growth decreases. As the curve approaches
the saturation level, the absolute growth converges to zero. The curves can be useful in describing
processes and phenomena that include non-constant and bounded (saturating) changes. Their prac-
tical application was limited because of the fact that these curves cannot be transformed to a linear
function, and therefore, a non-linear system of equations had to be solved, which was problematic.
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The task was to find those parameters for which the fitting of the function is the most accurate. To
solve this problem, we created an MS Excel file. The program finds the parameters providing the

best fit by changing the recommended initial parameter vector using a trial-and-error method, and it
also plots the function itself.
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