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Szimulacids vizsgalatok soran gyakran sziikséges-
s¢ valik adott jellemzokkel rendelkezé eloszlasbol
szarmaz6 véletlen szamok generaldsa. Amennyiben
valamilyen jellegzetes, kozismert eloszlasrél van szo, a
sziikséges miiveletek kdnnyen elvégezhetdk, illetve a
megfelelé programcsomagok ezeket tartalmazzak. Ha
azonban bizonyos paraméternek tekintett tulajdonsa-
gokkal, példaul adott értékii momentumokkal rendel-
kez6 eloszlasokra van sziikségiink, komoly akadalyok-
ba iitkdzhetiink. A szerz6k tanulmanyukban bemutat-
nak és megvizsgalnak néhany megoldasi lehetdséget
(Pearson-, Johnson-eloszlascsaladok, altalanositott A-
eloszlas, Burr XII, Tukey-féle ,,g-and-h” és Fleishman
transzformacids modszer), azok alkalmazhatosagi kor-
lataival egyiitt, részletesen targyalva az illesztéssel
kapcsolatos témakat is.

TARGYSZ0:

Statisztikai modszertan.
Valosziniiség-eloszlas.
Momentumok.

* Itt szeretnénk koszonetet mondani a lektornak értékes észrevételeiért. Természetesen a tanulmanyban eld-
fordul6 esetleges hibakért kizarolag a szerzoket terheli feleldsség.
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Eloszlésillesztés alatt els6 kozelitésben azt a statisztikai feladatot értjiik, mely-
nek soran valamilyen empirikus adatsorhoz (mintahoz) olyan elméleti eloszlast kere-
siink, hogy az empirikus adatsor eloszlasa és az elméleti eloszlas a leghasonlobb
legyen (a hasonlosag valamilyen mértéke szerint). E dolgozatban kizardlag az egy-
valtozds statisztika teriiletén fogunk mozogni.

Ahhoz, hogy a feladatot végre tudjuk hajtani, két részfeladat megoldasara van
sziikség: el6szor a mintankbol az eloszlasara vonatkozo informacidkat sziikséges
kinyerni, majd ezeket kell felhasznalni az elméleti eloszlas meghatarozasakor.

Ez utobbi — figyelembe véve, hogy a gyakorlatban paraméterck altal befolyasolt
eloszlasokkal taldlkozunk — ismét csak két részfeladatot jelent: a felhasznalt eloszlas
megvalasztasat, majd, miutan ezt rogzitettiink, az optimalis paraméterezés megallapi-
tasat. Az elso feladatot, az eloszlas mellett torténd elkotelezodést szamos tényezo
befolyasolhatja (a modellezé implicit ismeretei a szoba jovo eloszlasok szakmai
tartalmarol, elézetes varakozasok stb.), ezért kevésbé algoritmizalhato. (Valamilyen
illeszkedésvizsgald probat hasznalva azonban arra is mod van természetesen, hogy a
modellezé tobb, énmagéaban optimalisan paraméterezett eloszlasnak az empirikus
adatokkal vett illeszkedése alapjan valasszon.)

Az eloszlas kivalasztasa utan kdvetkezo feladat az optimalis paraméterek megha-
tarozasa. Mivel itt a mintabol kell kovetkeztetni a sokasagi paraméterre, jol lathatoan
egy becslési feladatot kaptunk, amelyre szamos kdzismert eljaras, példaul a népszerii
maximum likelihood-elv (ML) hasznalhato.

Ha azonban torténetileg visszatekintiink erre a kérdésre, azt latjuk, hogy a XX.
szazad elején — bar az eloszlésillesztések ekkor szinte fénykorukat ¢élték — még nem
volt, legaldbbis mai forméjaban, széles korti haszndlatban az ML-elv. (Noha
Pearson mar a szazadforduld kornyékén megsejtette, és bizonyos értelemben hasz-
nalta is e modszert.) A kor statisztikusai tehat mas elvre tamaszkodtak, az egyik
legnépszerlibb a momentumok alapjan torténd illesztés, az in. momentumok mod-
szere (MM) volt.

Ennek sordn meghataroztak az empirikus adatsor elsé néhany (tipikusan négy)
momentumat, majd azt tekintették optimalis paraméterkombinacionak, mely ugyan-
ilyen momentumokkal rendelkezé elméleti eloszlast adott. Amig az ML-elv minden
mintaelemet kozvetleniil felhasznal, addig a momentumok alapjan torténd illesztés 4
szamra redukalja az adatbazist — ami nyilvanvaloan rontja az illeszkedést. Hatalmas
elonye viszont, hogy a legtobb eloszlas esetén az elméleti eloszlas paramétereinek
fliggvényében felirt, és az empirikus adatokkal egyenlévé tett momentumok, mint
egyenletek alkotta egyenletrendszer analitikusan megoldhato volt.
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Késdbbiekben, az elméleti és szamitastechnikai fejlddésnek kdszonhetden a mo-
mentumok moédszerének ilyen alkalmazasa kikeriilt a napi gyakorlatbol. Erdekes
viszont, hogy az utdbbi idében, egészen mas indittatasokbdl, ismét el6térbe keriiltek
¢ modszerek. Ezen okok egyike' a Monte-Carlo-szimulacios modszerek széles korti
elterjedése, melyekkel végzett bizonyos vizsgalatoknal sziikségessé valik adott érté-
ki momentumokkal rendelkez6 eloszlasokbol szarmazd véletlenszamok generalésa.
Mivel jelen dolgozatunkat egy ilyen alkalmazés inspiralta, e kérdést roviden bemu-
tatjuk. (Részletesebben lasd példaul Ferenci [2009]-et.)

Tegyiik fel, hogy egy statisztikai proba valamilyen eloszlasi (tipikusan normalitési)
feltevéssel ¢l a sokasagokra vonatkozéan, melybdl a mintai szarmaznak (mint a kozis-
mert Student-féle #-proba), és vizsgalni kivanjuk, hogy a préba mennyire robusztus e
feltevés megsértésére nézve. Ennek egyike lehetdsége a Monte-Carlo-modszer, mely-
nek sordn a feltevést iranyitottan megsértd (adott mértékben nemnormaélis) sokasagbol
szarmaz6 véletlenszamok tomegét generaljuk, és — ezeken végrehajtva a vizsgalt tesz-
tet — megfigyeljiik, hogy az empirikus elséfajii hibaardny konvergal-e a szignifikancia-
szinthez. Ehhez sziikséges, hogy képesek legylink adott mértékben nemnormalis soka-
sagbol szarmazo véletlenszamok generalasara; ez tipikusan adott (nemnormalis) ferde-
séget/csucsossagot jelent. Fontos megjegyezni, hogy e feladat j6 mindségli megoldasa
azt is igényli, hogy olyan eloszlast valasszunk, melyb6l a lehetd legtobb ferde-
ség/csticsossag értékhez generalhatd véletlenszam, tehat a lehetd legszélesebben, leg-
tobb ferdeség/csucsossag eléréséhez paraméterezhetd (hiszen a megoldas soran majd a
ferdeség/csuicsossag sikon akarunk végigiteralni).

Vegyiik észre, hogy ez a probléma eltér a momentumok modszerének alapfelada-
tatol, hiszen itt a momentumok nem egy empirikus adatsorbdl szamolhatok, hanem
eldre, a modellezd altal meghatélrozottak.2 Ez a tény (tehat hogy az emlitett két fel-
adatrész koziil csak a masodikat sziikséges megoldani: az elméleti eloszlast ugy
megvalasztani és paraméterezni, hogy momentumai meghatarozott értékek legyenek)
egy lényeges modosulast mégis jelent: a feladat innent6] nem statisztikai értelemben
vett becslés (igy példaul a becsléselméleti tulajdonsagait sem lehet vizsgalni, szem-
ben a sz6 hagyomanyos értelmében vett momentumok modszerével, ahol ez kdozponti
kérdés). Mi e kiilonbségtétel hangsulyozasa végett hasznaljuk az ,.eloszlasillesztés”
kifejezést.

Ennek vizsgélata arra motival minket, hogy fellapozzuk a momentum modszer és
az eloszlasillesztés klasszikus irodalmat, és ujra attekintsiik a korabban még egészen
mas okbol vizsgalt feladatot.

! Egy masik fontos és aktulis téma, melyre itt csak utalni tudunk, a momentum médszer egy altalanositasa,
a GMM. Errél lasd példaul Hall [2005]-6t.

? Egy masik teriilet, ahol — teljesen més indittatasbol — de épp ugyanerre sziikség lehet, és melyet ismét
csak utalas szintjén tudunk megemliteni, a bayes-i statisztika (Lee [2009]). Itt ugyanis a priorok létrehozasahoz
hasznalt kiils6 informacié gyakran épp momentumok (vagy épp kvantilisek) formajaban all rendelkezésre.
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Annal is inkabb szilikség van erre, mert a legtdbb jol ismert, alapozo statisztikai kur-
zuson is oktatott eloszlas (példaul normalis, ¢, xz, F, exponencidlis, lognormalis) nem
alkalmas 4 momentum alapjan torténd illesztésre (sem); a szoba jovo eloszlasok pedig
még egyetemi szinten is 0jszeriiek lehetnek. Ezek attekintését kiséreljiik meg most.

Ezt az alapfeladatot kiegészitjiilk azon kérdés vizsgalatdval, hogy hogyan lehetsé-
ges egy eloszlast (momentumai helyett) kvantiliseivel illeszteni. (Bar ennek megol-
dasara csak egy, az eloszlasoknak még az el6z6nél is szitkkebb kore képes.) A mo-
mentumok kapcsan eddig elmondott legtobb megjegyzés valtozatlanul érvényes
kvantilisek alapjan torténd illesztésre is.

A dolgozat els6 részében az eloszlasillesztés két modszerét, a momentumokon ¢€s
a kvantiliseken alapuld illesztést tekintjiik at, kiilonos tekintettel a fogalmak és a
jelolések egységes definidlasara. A masodik részben a céloknak megfelel6 eloszlaso-
kat, illetve eloszlascsaladokat mutatjuk be, igy rendre a Pearson-, a Burr-, a
Johnson-, az altalanositott A, a g-and-h, végiil a Fleishman-eloszlast. Egyes levezeté-
sek és eredmények — bonyolultsdguk, hosszuk miatt — az internetes Mellékletben
kaptak helyet (www .ksh.hu/statszemle).

1. Az eloszlasillesztés két modszere

Ebben a részben definidljuk pontosan, hogy mit értiink a momentumok, illetve
kvantilisek alapjan torténd illesztésen. A dolgozat egészében alkalmazott eloszlas-
fliggetlen jelolésrendszert is itt vezetjiik be. Ez mar csak azért is fontos, mert a for-
rasmunkak majdnem egy évszazadot fognak at, amely id0 alatt igen jelentdsen val-
toztak bizonyos statisztikai jelolésekkel kapcsolatos szokasok; igy most egyuttal arra
is kisérletet tesziink, hogy ezeket egységes keretben mutassuk be.

1.1. Momentumok alapjan torténd illesztés

Lo e g 3 : ’
Egy valoszintiségi valtozd” n-edik nyers momentumanak a

+00

w, = J. X" f(x)dx n=0,1,..

—00

integralt nevezziik, ha az konvergens (Kendall-Stuart [1977]). Egy valtozé nulladik
nyers momentuma sziikségképp 0, az elsé nyers momentuma a varhato értéke.

? A tovabbiakban sokszor — némileg hanyagul — erre gy is fogunk hivatkozni, mint egy ,.eloszlis momen-
tumra”, tudva természetesen, hogy itt precizen egy valoszintiségi valtozé6 momentumarol van szo.
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Az n-edik centralis momentumanak a

+00

u, = J(x—ul’)n-f(x)dx n=0,1,...

—00

integralt nevezziik, ha az konvergens. (Kénnyen belathato, hogy ha egy valdsziniisé-
gi valtozénak létezik n-edik nyers momentuma, akkor létezik n-edik centralis mo-
mentuma is.) Mint l4thatd, a centralis momentumot a varhat6 érték koriil értelmez-
tiikk. Ez nem szlikségszer(i, de mi a mostani tdrgyalasunkban ezt fogadjuk el definici-
onak. A nulladik centralis momentuma értelemszeriien minden eloszlasnak 1, az els6
centralis momentum értéke 0, mig a masodik a szérasnégyzet.

Végiil bevezethetd a standardizalt centralis momentum fogalma is. Mivel ennek a
harom, és annal magasabb momentumok esetén van igazan értelme, igy a jeldlés
indexe is a harmadik ilyen momentumnal vesz fel 1 értéket:

Ky ]
)

fgy y,a ferdeség, v, pedig a cslicsossag mutatéja lesz.* Példanak okaért, a nor-
malis eloszlas ferdesége e mutatokkal y, =0, cs1'1cs0ssélga5 ¥, =3.

Mindezek alapjan — a Cauchy—Bunyakovszkij—Schwarz-egyenldtlenség felhasz-
nalasaval — belathatd, hogy sziikségképp minden eloszlasra teljesiil a

Yn—2 =

Y22Y12+1

Osszefliggés, mely a ferdeség fiiggvényében hataroz meg egy minimalis csiucsossa-
got. (Kissé leegyszerlisitve azt mondja ki, hogy nem léteznek nagyon ferde, és mégis
lapult eloszlasok.) Ebbdl kovetkezik, hogy a ferdeség/csucssag sikon létezik egy —
parabolikus gorbe altal kijeldlt — ,,lehetetlen tartomany”, ahol nem létezhet eloszlas.

A ferdeség és csucsossag specifikalt értékeit rendre g, -gyel és g, -vel fogjuk je-
161ni.

* A mutatok jelolésének tekintetében az irodalom megosztott. Az a, a B, a y és a & kiilonbozd sorszamai
egyarant felbukkannak kiilonb6z6 irasokban, sokszor hasonld, vagy éppen négyzetes tartalommal. Az altalunk
valasztott jelolésekben a mutatokat Pearson nyoman — bar vele nem teljesen azonosan — definialtuk. Ezzel

kapcsolatban megjegyezziik, hogy a ferdeség/csticsossag sikot sokszor y? — v, tengelyeken dbrazoltak, riada-
sul a fiiggdleges tengelyt fejjel lefelé forditva. Mi konzisztensen a szokott allast y, — v, sikot fogjuk hasznalni.

* Pontosan ez utébbi az oka annak, hogy tobb helyen az altalunk definialt mutaté 3-mal csokkentett értékét
nevezik csticsossagnak (,excess kurtosis”, ,,tobblet csticsossag”), hiszen igy a normadlis eloszlasra mindkét
mutatd 0 értékii lesz. Mivel a mi allaspontunk szerint e megoldas ad hoc, valosziniiségelméletileg nem tiszta,
nem kovetjiik ezt a szisztémat, és az emlitett médon definialt mutatot fogjuk dolgozatunkban hasznalni.
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Ezek szerint a momentumok alapjan torténd illesztés feladata a kovetkezdként ha-
tarozhaté meg. Adott egy f (Q) eloszlas, ahol a ® paramétervektor az eloszlas jel-
lemzdit hatarozza meg. Keressiik azt a ® paramétervektort, melyre teljesiil, hogy

u, (©)=m,

valamely m,,n=1,2,...H szamsorozatra. Itt tipikusan H = 4.

1.2. Kvantilisek alapjan torténo illesztés

A feladat igen hasonl6 az el6bbihez, egyediil a p-ed rendli ( p € (0,1) ) kvantilis
Pp
Pp: _[ / (x)dx =p

egyenlettel definialt fogalmat kell bevezetniink.

Ekkor a kvantilisek alapjan torténd illesztés feladata igy fogalmazhaté meg. Adott
egy f (Q) eloszlf’ls, ahol a ® paramétervektor az eloszlas jellemzdit hatarozza meg.
Keressiik azt a ® paramétervektort, melyre teljesiil, hogy

P, (€)=p,

valamely {pn,qn} (n=1,2,...H) parokbdl all6 sorozatra.

2. Eloszlascsaladok

A kovetkezokben bemutatjuk a legfontosabb olyan eloszlascsaladokat, melyek
gyakorlati problémdak esetén lehetdvé teszik a momentumok és/vagy kvantilisek
alapjan torténd illesztést. (Természetesen mindenhol megadjuk ennek korlatait is.) A
leirasok soran bemutatjuk az eloszlasokat, és kiilon kitériink az illesztés elvégzésé-
nek statisztikai hatterére.

2.1. Pearson-eloszlascsalad

A modern statisztika egyik legnagyobb alakja, Karl Pearson a XX. szazad els6
évtizedeiben vezette be azt az eloszlascsaladot, mely mai napig az 6 nevét viseli. Az
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ezzel kapcsolatos ismereteket cikkek egész soraban kozolte (Pearson [1893], [1895],
[1901], [1916]), melyek koziil az elsd 1893-ben, az utolsd 1916-ban jelent meg. A
sokszor a sajat korat is megel6z6 kozlés 12, rdmai szammal azonositott eloszlas
meglehetdsen kusza rendszerét eredményezte, melyek szamat Pearson folyamatosan
novelte a cikkek soran, de idokozben bizonyos eloszlasokat at is definialt, mig ma-
sokrol megallapitotta, hogy az el6zok specialis esetei.

Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy ezen eloszlasok egy része — ahogy a valdszinii-
ségelmélet fejlodésével feltarultak az dsszefiiggések — mas nevet kapott a késdbbiek-
ben. igy fordulhat el8, hogy a Pearson-rendszerben vannak olyan eloszlasok, amelyek
— bar rajuk csak egy rejtélyes romai szam utal — valojaban teljesen trivialisak, mig mas
eloszlasoknak oly kevés a gyakorlati jelentGsége, hogy azota szinte feledésbe mentek.

Pearson eredeti célja az volt, hogy — biostatisztikai indittatasbol — olyan eloszlas-
rendszert alkosson, mely lehetéve teszi az illesztést a legkiilonfélébb ferdeségli és
csucsossagu empirikus adatokra; még pontosabban, hogy olyan eloszlasrendszert
adjon meg, mellyel minden esetben elvégezhetd az illesztés az elsé négy momentum
alapjan — épp, amire nekiink is sziikségiink van a korabban mar vazolt okokbdl.

Pearson alapétlete az volt, hogy az eloszlasokat a strliségfiiggvényiikkel adta
meg, de nem kozvetleniil ( f (x) alakban), hanem egy r4 vonatkozo6 differencial-

d
egyenlettel ( f(fxx) alakban):

A S— n
dx by +bx+byx

Bar els6 ranézésre igen szokatlan megadasa ez egy slirliségfiiggvénynek, bizo-
nyos tulajdonsagok mégis kényelmesen leolvashatok. Egyrészt, ha egy ennek megfe-
lelé eloszlas az egész x e R szamegyenesen értelmezett, akkor egy és csakis egy
helyen, az x =0 pontban vesz fel széls6értéket. (Mivel itt eleve adott a siirliségfiigg-
vény derivaltja, ez kozvetleniil leolvashatd.) Az is kdnnyen belathato (1asd a Mellék-
letben), hogy ez a sz¢lsoérték maximum lesz, tehat levonhatjuk azt a kovetkeztetést,
hogy az ilyen (egész szdmegyenesen értelmezett) Pearson-eloszldsok unimodalisak,
modusszal a 0 pontban. Természetesen ez nem sziikségképp teljesiil azokra az elosz-
lasokra, melyek nem értelmezettek a teljes valos szamegyenesen: ezeknél sz&lsoérték
(modusz) lehet tovabba az értelmezési hatarokban is. Ezen feliil az is észreveheto,

hogy az x — oo hataratmenetben a af szintén nullaba tart, tehat az eloszlas mind-

két végén elenyészik. (Ezek teljesiilése Pearsont is motivalta az eloszlascsalad kiala-
kitasakor.)
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Az /1/ egyenlet atrendezésével és kiintegralasaval megkaphatjuk a Pearson-
rendszer nyers momentumaira érvényes kdvetkezd dsszefliggést:

nbow,_y +(n+1) by, +[ (n+2)b, +1]u,,,, =0.

Ez jol lathatéan egy rekurziv Osszefliggés, mely lehetdvé teszi, hogy L (= 1) és
L (tehat valojaban csak ) ismeretében meghatarozzuk az 6sszes momentumot.
(Ismerve természetesen az eloszlast leir6 3 paramétert, b, -t, b, -t és b, -t.) Belathato,
hogy e momentumok koziil az elsé négy egyértelmiien meghatarozza az eloszlas 3
paraméterét, igy annak sincs akadalya, hogy ezeket a (centralis) momentumok fligg-
vényében irjuk fel (I1asd a Mellékletet).

Mivel a fenti egyiitthatok még semmit nem mondanak magukrol az eloszlasokrdl,
igy a problémat tovabb kell vizsgalnunk: meg kell oldalunk a bemutatott differenci-
alegyenletet. Ennek menete terjedelmi okokbol a Mellékletben talalhatd, mi most a
végeredményre koncentralunk.

2.1.1. A harom alapveté Pearson-eloszlas

Bar (amint azt a 2.1. bevezetésében is emlitettiik) Pearson 12 eloszlast definialt,
ezek koziil csak 3 van, ami nemnulla teriiletet fed le a ferdeség/csucsossag sikbol, a
tobbi — ebbdl is kovetkezbéen — atmeneti, illetve elfajuld eset. Mi a kovetkezokben —
Osszhangban eredeti céljainkkal — erre a 3 eloszlasra, a Pearson I, IV és VI eloszlé-
sokra fogunk koncentralni. Ezek az eloszlasok a bemutatott altalanos esetbdl szar-

maztathatok, bizonyos sajatossagokat (b, +b,x +b,x” -nak van-e valos gyoke, illet-
ve ha igen, akkor azok hogy helyezkednek el) is figyelembe vevé paraméterezéssel.
(Ennek oka a Mellékletben kozolt differencidlegyenlet-megoldasbol valik vilagossa.)

Pearson IV. Amennyiben a b, +b.x +b,x” -nek nincs valés gyoke, a kovetkezé

alakot érdemes (1asd a Mellékletet) hasznalni:

f(x)= k(l + x_z] -exp {v : arctg(iﬂ. 12/
a a

Mivel a /2/ eloszlasfiiggvény minden x €R esetében értelmezett és valos, igy az
eloszlas tartdja a teljes szamegyenes. Osszevetve ezt az attekintésben mondottakkal,
egybdl adodik, hogy az eloszlas unimodalis és harang® alaku.

Az eloszlasok alakja kapcsan a harang kozismert jelentésti, az U-alakkal arra utalunk, hogy a stirtiségfiigg-
vény egy lokalis maximum szélséértékt6l indulva csokken, majd a globalis minimum utan novekszik, és egy
lokalis maximum az értelmezési tartomany felsé hatara. (A két lokalis maximum koziil barmelyik lehet globalis
maximum.) Az L- és a J-alaku eloszlasok egymas tiikorképei, igy az L-alaku eloszlasoknal a modusz az értel-
mezési tartomany also, mig a J-alakuaknal a fels6 hatara.
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Nemnormalis, parametrizdlt eloszldsy valdszinlségi valtozok 811

Az integracios konstansbol adodo — és eddig kotetlen — k£ értéke azon peremfelté-
tellel hatarozhaté meg, hogy a striségfiiggvény integralja a teljes szaimegyenesen
egységnyi. A részletek mellézésével (lasd példaul Heinrich [2004]-et) ennek értéke:

T (m+iv2)|’
(o T(m) ID(m+iv2)] _ | T(m)
Jral(m-172)| T(m) | aB(m-1/2172)

Ebbdl a felirasbol az utolsod sziikséges informdacio is kiolvashato: az eloszlas ak-
kor normalhat6, azaz akkor 1étezik, ha m >1/2.
Pearson I és VI. Ha a b, +b,x + b,x* -nek van valos gyoke, akkor (lasd a Mellék-

letet):
\bf —4bok2 +h (B —aboby 1y
20y |2 ~4bghr 20y || ~4bob

f(x)=k-(x-a) (4, - x)

A Pearson [ eloszlas esetén az igy meghatarozott slriiségfliggvény az
xe(ay,a,) tartomanyon vesz fel valos érteket, csak ott értelmezett. Ez az eloszlas

tehat mindkét iranybol korlatos tarton, egy véges intervallumon értelmezett csak. Az

eloszlas harang-, U- és J-alak is lehet.
b —4byb, —b,

bZ —4byb, +b,
—F———— ¢saz m, =
2b, /b — 4byb, 2b, (b — 4byb,

tovabba transzformaljuk a szdmegyenest gy, hogy az origét a,-be toljuk, az egysé-

Vezessiik be az m, = jeloléseket,

get pedig (a2 -q ) -nek valasztjuk. Ekkor a siiriiségfliggvény igy irhato:

f(x)=hk"™ (1-x)".

Ekkor a normalizacios konstans belathatoan 1/B(my +1,m, +1) lesz, igy (az im-
mar nyilvanvaldan a (0;1) intervallumon értelmezett) stiriségfiiggvény:

Fx)= ! (1= )"

B(m, +1,m, +1)

Végiil pedig, ebbdl az eloszlas 1étezésének feltétele is leolvashato: m,,m, > —1.
Pearson VI eloszlasndl az el6z6 eset eljeleinek megforditasaval, alkalmas
transzformacidval a kovetkez0 stiriségfiiggvényhez jutunk:
1

= (14 x) T 3/
f(x) B(m1+l,m2+1)x (+x)
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Ez azért 0 1ényegileg, mert nem egy tartomanyon (két gyok kozott), hanem azon
kiviil értelmezett; a /3/ specialis esetben példaul az x (0,00) -n. Ezen eloszlas tarto-
ja tehat mindig egy félegyenes. Alakja harang vagy J.

A /3/ surtiségfiiggvénybdl kozvetleniil lathaté, hogy a létezés feltétele, hogy
my, >~=1,m +m, <-1.

2.1.2. Az alapveté Pearson-eloszlasok illesztése momentumok alapjan

A kovetkezokben megadjuk az eloszlasok illesztéséhez sziikséges dsszefiiggéseket.
Pearson IV. Vezessik be az r=2m—2 jelolést. Ezzel a nyers momentumok
szamitasi modszere:

, av
W ==
B
’ _ az 2
e aaal!
w, = r_i+1|:(n_l)au:1—2 _VM:H]-

Ezekbdl a standardizalt momentumok ¢és a ferdeség/csucsossag (v,—7, ) mutatoi
szamithatok. Ha ez utobbit megtessziik, és az eredményeket egyenldvé tessziik a
specifikalt g, és g, értékekkel, majd a kapott egyenletrendszert megoldjuk, akkor a
kovetkezoket kapjuk:

6(lg —g2—1
r=2(m—1)=—( 2 12 ),

28, =381 6
y r(r—2)g1

:JNXV—U—ng—2y’
\/Mz [l6(r—1)—g1 (r—2)2}

4

a=

Pearson I. Pearson itt is megadta a nyers és standardizalt momentumokat, izelito-
il az els6 két nyers momentum (ehhez legyen b =a, +a,):

b* (m,+2)(m; +1)
my +my +3)(my +my, +2)

’

b(m, +1)
="
my+m, +2

ué=(
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(A tovabbi tagok szamitdsara rendelkezésre all egy (igaz meglehetésen Gsszetett)
rekurziv formula.)
A paraméterek szamitasa specifikalt momentumok alapjan:

6(g2—g12—1) r

r=2 €=

3g7 —2g, +6 4+ig12(r+1)2/(r+1)

Ezek meghatarozasa utan a két ismeretlen paraméter az
(m+1)2 —r(m+1)+e=0

masodfoku egyenlet két gyokeként kaphato meg.

Pearson VI. A nyers momentumok szamitasara meglehetdsen bonyolult (de exp-
licit alakt) formula all rendelkezésre; alakjukat tekintve a Pearson I-gyel lesznek
analogak. Ebbdl is kovetkezOen, a szamitas menete egyezik Pearson I-gyel.

2.1.3. A Pearson-eloszlascsalad lefedési tartomanya

Az eloszlasokat bemutato részben minden esetben megadtuk az eloszlas 1étezésé-
nek feltételét. (Tipikusan szarmaztatott paraméterek alapjan, am végeredményben az
eredeti differencidlegyenlet paramétereit hasznalva.) Nincsen akadalya tehat annak,
hogy ezeket a feltételeket atirjuk a minta tulajdonsagaira; ez minden esetben megte-
hetd lesz pusztan a ferdeség és csticsossag felhasznalasaval.

3
Pearson IV és VI létezésének a feltétele 2g, —3g12 -6>0=>g,> 5 812 +3, mig

a Pearson I-¢ 6+3g12—2g2 >0=g, <%g12 +3.

3(2\/g16 +12g! +48g7 + 64 +13g7 +16)
A Pearson IV-et és VI-ota g, =

egyen-
32-gf

letli gorbe kiiloniti el egymastol.

Ezen gorbe alatt a Pearson VI, f616tte (ad infinitum) a Pearson IV eloszlas talal-
hat6. (Lasd az 1. abrat.)

A Pearson-eloszlascsalad legfontosabb, minden mas jo tulajdonsaganal fontosabb
elénye, hogy minden ferdeség/csticsossag pontra illeszthetd; lefedi az egész ferde-
ség/csucsossag sikot. Még a most bemutatott igen altalanos eloszlasok koziil is csak
kevés bir ehhez foghato lefedéssel.

Hatranya viszont, hogy az eloszlas, illetve kvantilisfliggvénye nem adhaté meg
explicit alakban, igy nincs egyszer(, altalainos modszer Pearson-eloszlasbol szarmazo
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véletlenszdmok generaldsara. Nem is beszélve arr6l, hogy ha iterdlunk a ferde-
ség/csucsossag sikon, akkor még az algebrai formak kozott is valtogatnunk kell, ami
szintén impraktikus szamitastechnikai szempontbol.

1. dbra. A Pearson-eloszlascsalad lefedési tartomanya
20

Lehetctlen

2.2. Burr-eloszlascsalad

Irwing W. Burr amerikai statisztikus 1942-ben publikalt cikke (Burr [1942]) tekint-
het6 az els6 kozlésnek a témaban. Burr 12 eloszlast adott meg irasaban (mindegyiket
eloszlasfiiggvényével), melyeket gyakorlati szempontbol fontosnak nevezett. Ezen
eloszlasok koziil azonban egyetlen, a XII-es kapott nagy figyelmet a késobbiekben.

Maér maga Burr is kiemelte ezt az eloszlast az idézett cikkében, és példaként tar-
gyalta az empirikus adatokhoz vald illesztésének modszerét. Helyesen mutatott ugyan-
is r4, hogy az eloszlas paraméterei révén valtozatos y, ferdeség és y, csticsossag mu-
tatokat tud felvenni.

Hatke [1949] mar azt is vizsgalta, hogy milyen ferdeség/csticsossag értékekre vé-
gezhetd el az illesztés, &m a ma szokésos y,—v, sik helyett a le —0 sikot hasznalta a
lefedettség megadaséhoz, amely & mérték ma mar nincs’ hasznalatban, raadasul
késébb sikeriilt igazolni, hogy adatai részben tévesek: az eloszlas nagyobb teriileten
illeszthetd, mint a cikk megadta.

5= 20 =31 -6

3 definici6 szerint; hasznalatat Craig [1936] javasolta, alapvetden azért, mert bevezetésé-
Y2t

vel a Pearson-eloszlasok sokkal egyszeriibb format 6ltenek bizonyos szamitasokban.

Statisztikai Szemle, 88. évfolyam 7-8. szdm



Nemnormalis, parametrizdlt eloszldsy valdszinlségi valtozok 815

Hosszi sziinet utan, 1968-ban Burr 1j cikkekkel jelentkezett (Burr—Cislak
[1968]), melyben elsddlegesen a Burr-eloszlasu sokasagokbdl vett mintdk becslésel-
méleti tulajdonsagaival foglalkozott, 4m emellett ramutatott Hatke [1949] elébb
emlitett hibajara, és frissitette a lefedettséget mutatod abrat. Nem sokkal késébb (Burr
[1973]) rovid kozleményben bemutatta azokat az immar elektronikus szamitoégéppel,
nagy pontossaggal szamitott tablazatait, melyekkel finoman lehet illeszteni az elosz-
lasokat. Az eredményeket még mindig a le —90 sikon adta meg grafikusan, és to-
vabbra sem foglalkozott a hatarok analitikus felirdsanak kérdésével.

Ebbdl a szempontbol Rodriguez [1977] jelentett driasi elorelépést. A szerzo egy-
részt a ma szokasos y,—v, sikon adta meg az eloszlas lefedését (megmutatva, hogy
szamos, gyakorlatban fontos eloszlas illeszthetd a Burr XII-vel), masrészt a lefedett-
séget illetéen nem numerikus szamitasokon alapulo, analitikus eredményeket is elért.

Az utols6 fontos elméleti fejlemény Tadikamalla [1980] cikke, melyben tisztazta
a kapcsolatot a Burr XII és par egyéb fontos eloszlas kozott, egyuttal felhivta a fi-
gyelmet a Burr III eloszlas XII-héz hasonld kedvezd illesztési tulajdonségaira.

2.2.1. A Burr XII eloszlas szarmaztatasa és definicioja

Burr eredeti cikkében (Burr [1949]) azt tiizte ki feladatul, hogy a gyakorlatban
eléforduld adatokhoz torténd illesztésre alkalmas eloszlasokat adjon meg eloszlas-
fiiggvénnyel®. A korszak legnépszeriibb, empirikus adatok illesztésére szolgald rend-
szere, a Pearson-eloszlascsalad nem felel meg ennek a szempontnak, hiszen az elosz-
lasok stirtiségfliggvényét ragadja meg (ahogy azt mi is targyaltuk a 2.1. pontban)
egy, a stiriiségfliggvényre felirt differencialegyenlet segitségével.

Burr tigy latott neki a feladatnak, hogy megalkotta Pearson differencialegyenlet-
ének analdgiajat eloszlasfiiggvényre felirva:

dF (x)

P @)1= F(0)])e ()

Az analdgia nyilvanvalo, ha a g(x)= —-et tekintjiik, és figyelembe

a+bx+cx
vesszilk, hogy a nevezdben itt csak F(x) szerepelhet (x-F(x) nem), hogy az min-
den x eR-re nemnegativ legyen. (Ellenkez6 esetben sériilne az eloszlasfliggvény
nemcsokkend tulajdonsaga.)

8 Ez azért hangsulyos, mert a korszak korlatozott szamitastechnikai lehetdségei mellett komoly elényokkel
birt empirikus adatok illesztésénél az eloszlasfiiggvény hasznélata (hiszen az intervallumok valdsziniisége
integralas helyett egyszerii kivonassal kaphatd meg) szemben az egyébként szokasosabb stiriségfiiggvényekkel.
Hasonloképp kénnyebben ragadhatok meg a kvantilisértékek is.
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Rogton lathatd, hogy ez egy szétvalaszthatd valtozoju differencidlegyenlet, amit
szeparalva, majd az integralast parcialis tortekre bontassal elvégezve, kapjuk, hogy:

1

F(x)= e

e +1.

Burr a cikkében 12, altala fontosnak vélt konkrét F(x) eloszlasfliggvényt ad
meg. Ezek koziil az utolso, tovabbiakban a Burr XII:

Fx)=1-——
(1+xc)

amely csak az x € (0,0) tartomanyon értelmezett, és 0 <c,k eR. (A Mellékletben

megmutatjuk, hogy az altalanos formulabol hogyan kaphaté meg a Burr XII.)

2.2.2. A Burr XII tulajdonsagai

Stiriuségfiiggvény. A Burr XII stirliségfliggvénye egyszeri derivalassal adodik:
c-1

(1+2)

ahol tovabbrais x>0.
A Mellékletben részletesebben is elemezziik a stiriségfliggvény jellegét. Ebbol ki

fog deriilni, hogy ¢>1 esetben az eloszlas unimodalis, ¢ °- modusszal, ¢<1

ke+1

esetben L-alaka.
Kvantilisfiiggvény. A Burr XII kvantilisfiiggvénye (tehat az eloszlasfiiggvényének
az inverze) egyszeri algebrai atalakitasokkal megkaphato az eloszlasfiiggvénybdl:

Ezzel kapcsolatban kiemeljiik, hogy lehetséges a kvantilisfiiggvényt zart alakban
eldallitani, ami nagy szdmitastechnikai egyszeriisitést jelent, ha ilyen eloszlast kove-
t6 véletlenszdmokat kell generalnunk.

2.2.3. A Burr XII momentumai analitikusan

A momentumokon alapul¢ illesztés kulcsfeladata az elméleti eloszlds momentu-
mainak felirasa altalanossagban, az eloszlas ismeretlenjeinek segitségével.
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Atlag és szoras illesztése. A Burr XlII-nek csak két paramétere van, igy vilagos,
hogy az elsé 4 momentumot — célkitiizésiink szerint — bizonyosan nem fogjuk tudni
tetszOlegesen megszabni. Egyik megoldas, hogy a ferdeség/csticsossag beallitasa
utan meghatarozzuk az — igy mar ad6dé — atlagot és szorast, majd az eloszlas x
valtozojahoz hozzaadjuk az elméleti és az empirikus atlag kiilonbségét, illetve szo-
rozzuk azt az elméleti és empirikus szoras hanyadosaval. Ez a miivelet konnyen bele-
foglalhato az eloszlasfiiggvénybe is, példaul:

ahol valaszthaté példaul p=p' —E(c,k) és 6 == (It ;_x(c,k) , illetve E(c,k)

c c,k)
jelenti a harmadik és negyedik momentumhoz (az elsé kett6tol fliiggetleniil) illesztett
eloszlas elsé két momentumat, p' és ¢’ pedig a kivant varhato értéket és a szorast.)

Ilyen modon a 2 paraméteres eloszlasunk konnyedén 4 paraméteressé alakithato. (Ez
a megoldas lathatd példaul Honschova [2008]-ban is.)

Amennyiben nem definidlt momentumokhoz, hanem empirikus adatokhoz illesz-
tiink, akkor egy masik (kézenfekvd, €s az el6zd altal is sugallt) lehetdség, hogy az
eloszlasbol csak az ad6dod varhato értéket vonjuk ki, illetve szérasaval osztjuk le,
majd ehhez az empirikus adatok standardizaltjat illesztjiik. (Ez kézi szamitasnal
praktikus, hiszen tdblazatba célszerii volt eleve a standardizalt értékeket foglalni.)

Mivel az emlitettek semmilyen 1ényegi médositast nem jelentenek, igy a tovabbi-
akban az eredeti eloszlast hasznaljuk, nem térédve a varhato értékkel és szorassal,
tudva, hogy azokat tetszélegesen beallithatjuk anélkiil, hogy az barmiben moédositana
a most kovetkez0 targyalast.

Ferdeség és csucsossag. A kovetkezOkben az eloszlas momentumait, centralis
momentumait és standardizalt centralis momentumait szarmaztatjuk, hogy igy meg-
kapjuk a ferdeség és cslicsossdg mar bemutatott y, és y, mutatoszdmait (a levezeté-
sek terjedelmi okokbdl a Mellékletben kaptak helyet). Az igy kapott formuladkat
hasznélhatjuk kés6bb az illesztéshez.

R U () D (247 (2, ()]
AT (02 (1) T (k)i (2) - xik()]}m
:27“3,1{() T (k)i (Dhes (2 )+F2(k)7“c,k(3)'

[T(k)hs (2) 22, ()]

14/
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My _ M
Y, =73=i‘2‘=
o K

[ 304 (1)+ 60 (k)24 (1) (2) =402 () (D (3)+ T (k) (4)] 15/
(P2 (0 (k)2 (2)-22, ()]
:—3kf,k(1)+6r(k) ek (D2 (2) =407 (A)hey (D2 (3)+ 17 (k)i (4)

C, (
(P(k) e (2) =22, (1))

Ezeket a kifejezéseket (melyek ¢ és k fliggvényei) egyenl6vé kell tenni a specifi-
kalt g, és g, értékekkel, majd a kapott egyenletrendszert meg kell oldani c-re és £-
ra. Ezt természetesen csak numerikusan tudjuk megtenni, rdadasul a megoldas még
igy is szdmos problémat felvet(het): numerikus instabilitds (példaul kerekitésekbol
adodo hibak), konvergencia kérdése stb. Egyszoval, bar itt ezt a kérdést egyaltalan
nem targyaljuk, fontos jelezni, hogy a megoldas ettd]l még nem feltétleniil trivialis.

A varhato érték és a szoras illesztésének kérdését mar targyaltuk, igy az illesztés
az eddigiek ismeretében teljeskoriien elvégezhetd a Burr XII lefedési tartomanyaban.

2.2.4. A Burr XII lefedési tartomanya

A /4/ és /5/ egyenletek ¢ és k argumentumait végigfuttatva lehetséges tartoma-
nyukon, konnyen meghatarozhatjuk — legalabbis empirikusan — a lefedési tarto-
manyt. (Lasd a 2. abrat.)

2. abra. A Burr XII eloszlas lefedési tartomanya
20

10
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A tartomanyt hatarold gdérbékre Rodriguez [1977] analitikus egyenleteket is ad,
ezekkel most — részben matematikai bonyolultsdguk miatt — nem foglakozunk.

A Burr XII eloszlas, bar elsé ranézésre a lehetséges ferdeség/csticsossag sik kis
részét fedi, valojaban igen praktikus, hiszen e ,,kis” rész szamos, nagy gyakorlati
jelentéségii eloszlast tartalmaz (tobbek kozott részeket mindharom alapvetd Pearson-
tipusbol, a normalis és logisztikus eloszlast, részeket mind a Johnson-féle S, , mind
az Sy eloszlasokbdl, részeket a Weibull- és a gamma-eloszlasokbol stb.). Ennek
kovetkeztében a kis fedés ellenére igen sok gyakorlati alkalmazasban jon szdba a
hasznélata, amit szamos publikacié mutat az elmuilt évtizedekbdl.

Ezzel kapcsolatban az is elényként jegyzendd meg, hogy a lefedett rész egyetlen
algebrai alaku eloszlassal érhetd el (szemben példaul a Johnson- vagy Pearson-
eloszlasokkal), igy nem sziikséges tartomanyonként eltéré eszkoztar hasznalata.

A Burr XII tovabbi elénye, hogy az eloszlasfiiggvénye, illetve — ami ebbdl a
szempontbol még fontosabb — annak inverze (a kvantilisfiiggvény) is megadhatd zart
alakban. Ez — figyelembe véve a kdzismert valdszinliségszamitasi tételt — azt jelenti,
hogy a Burr XII eloszlast kovetd véletlen szamok generalasa igen egyszertien, mind-
Ossze egy egyenletes véletlenszam-generatorral megvaldsithatdé. Ez igen komoly
elény akkor, ha szamitogépes szimulaciokhoz van sziikség nagy mennyiségii Burr
XII eloszlast véletlenszamra.

2.3. A Johnson-eloszlascsalad

Norman L. Johnson (Karl Pearson fianak témavezetése alatt készitett) PhD-
dolgozataban mutatta be a kés6bb rola elnevezett eloszlascsaladot. 1949-es munké;ja-
ban, Pearson megoldasahoz hasonléan, Johnson [1949] is eloszlascsaladot definialt,
vagyis nem egyetlen formula paraméterezésével, hanem a y,—y, sik kiilonb6z6

tertileteire kiilonbo6zo fiiggvényeket definidlva érte el céljat.
Az eloszlasokat siiriiségfiiggvényilikon keresztiil hatarozta meg, implicite:

z:y+5-1ogf(%j,

ahol z standard normalis eloszlas, mig az f fliggvény hdromféle lehet:
—lognormalis S, : f (u)
—korlatozatlan S, : f (u
—korlatozott S, : f(u)= u/(l —u).

A haromféle eloszlas egyiittesen teljesen lefedi a lehetséges y, —v, sikot.
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Az §; eloszlas ennek a siknak egyetlen egyenesét fedi le, igy itt a két mutatd
egymast egyértelmiien meghatarozza. Az igy kapott eloszlasok egy oldalon korlato-
zottak, mig végtelenek a masik oldalon.

Az Sy eloszlasok a y, —v, sik Sy vonal feletti teriiletet fedik le, magukban foglal-
va a Pearson 1V, V, VII eloszlasokat, illetve bizonyos VI-os eloszlasokat. Az igy
kapott eloszlasok mindkét oldalukon végtelenek.

Az Sp eloszlasok az S; vonal és az eloszlasok létezésének — korabban ismertetett
— als6 hatara kozti teriiletet fedik le, azaz ide értenddk Pearson I, II, III és bizonyos
VI-os eloszlasai. Ezek az eloszlasok mindkét oldalon korlatozottak (Draper [1952]).

Johnson [1949] azt is megmutatta, hogy az Sy eloszlasok bimodalitdsanak sziik-
séges és elégséges feltétele, hogy

- 92 A2 -1.[i Hx2
5ok |y|<\/1 25% - 25 Stanh 1-28°

Ez a feltétel tagabb teriiletet fed le, mint az a teriilet, ahol minden 1étez6 eloszlas
sziikségszeriien kétmdduszu (Draper [1952]). Az eloszlascsalad lefedési tartomanyat
a 3. abra szemlélteti.

3. dbra. A Johnson-eloszlascsalad lefedési tartomanya

20

Az ecloszlas kiterjesztéseként Johnson [1954], illetve Tadikamalla és Johnson
([1980], [1982]) a Laplace-, illetve a logisztikus eloszlast (L-eloszlascsalad) hasznal-
ta a normalis helyett. Utobbi az eloszlasfiiggvény ¢€s az inverz eloszlasfiiggvény egy-
szeriibb kifejezhetdsége miatt konnyebb illesztést tesz lehetdvé.
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2.3.1. A Johnson-eloszlascsalad illesztése momentumok alapjan

A harom eloszlas illesztését kiilonvalasztva kell kezelni. A szétvalasztashoz el6-

2
szOr a kivant g, érték alapjan az o = e helyettesitéssel a

(o-1)(0+2)’ =g,
egyenletet kell megoldani, majd ebbdl a
v, =o' +20° +30” -3

kifejezést kell értékelni. Ha y, > g, , akkor az Sp, egyébként az Sy eloszlas illesztése
sziikséges (Hill et al. [1976]).

Az Sy gorbe esetén a momentumok zart alakban kifejezhetdk, az illesztés igy
ezek alapjan numerikusan elvégezhet6 (az egyes formulak a fiiggelékben megtalalha-
tok). Az illesztés megkonnyitésére Johnson tobb alkalommal is (Johnson [1965],
[1974]) publikalt tablazatokat, amelyek a vy, —y, értékekhez tartozo y és & értéke-
ket tartalmazzak. Helyettesitések sorozataval a kifejezések egyszeriisithetok, egy
negyedfoku, kétismeretlenes egyenletrendszerre, amibdl az eredeti paraméterek visz-
szaszamithatok (Tuenter [2001]).

Az Sp gorbék momentumai nem fejezhetdk ki zart alakban, igy az illesztés még
nehezebb. A megfeleld kozelitd tablazatokat Pearson és Hartley [1972] kozolte.

A momentumok alapjan torténd illesztés esetén tehat — hasonléan Pearson elosz-
lascsaladjahoz — eldszor meg kell talalni, hogy melyik a megfeleld eloszlés, és a
paraméterek becslése csak ezutan végezheto el.

Amint az a 3. abrabol is kitlinik, a Johnson-eloszlascsalad a teljes ferde-
ség/csucsossag sikot lefedi, ez nagyon fontos elméleti elénye.

2.3.2. A Johnson-eloszlascsalad illesztése kvantilisek alapjan

Az illesztéshez tobb tanulmany szerint is szimmetrikus percentiliseket célszerii
valasztani (Bukac [1972], Mage [1980], Slifker—Shapiro [1980]). Belathat6, hogy
ebben az esetben helyettesitések sorozataval a probléma egy mdasodfokl egyenlet-
rendszer megoldasahoz vezet, ami a jelenlegi szamitastechnikai hattér mellett altala-
ban nem okoz nehézséget.

A kvantilisen alapuld meghatarozas szimulacios vizsgalatok alapjan (kiilonosen a
korlatozott fiiggvényre) nem csak egyszeriibb, de kisebb négyzetes hibaval (MSE) is
rendelkezik, mint a momentumokon alapuld (Wheeler [1980]).

2.4. Az altalanositott A-eloszlas

Az altalanositott A-eloszlas (GLD) otlete eredetileg Tukey-tol szarmazik (Tukey
[1960]). Az eloszlasnak minddssze egyetlen szabadon allithat paramétere van, igy a
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normalistél tobb szempont szerint adott modon eltérd eloszlasok eldallitisara nem
alkalmas (1asd a Mellékletet).

A helyzet és a terjedelem kezelését biztositd technikak ismeretében — szimmetri-
kus eloszlasokat eredményezé — trividlis altaldnositast adott meg Ramberg és
Schmeiser [1972].

Két évvel késobb kertilt sor (Ramberg—Schmeiser [1974]) a formula tovabbi alta-
lanositasara, a tovabbiakban erre RS-eloszlasként hivatkozunk:

O(u)="n +A5 [u}“ _(1_14)7»4}

ahol A, a helyzetért, X, a szorodasért, Ay és A4 az eloszlas alakjaért feleldsek. Ossz-
hangban az 1972-es eredményekkel, a A; =X, eset szimmetrikus eloszlasokat ad.

Ramberg és szerzotarsai (Ramberg et al. [1979]) megmutattak, hogy bizonyos pa-
raméter-kombinéaciokra kapott eredmények nem lehetnek az eloszlds kvantilisei
(adott A, mellett a A;—A4 tér bizonyos kombinacioi nem érvényesek). A 1étezés felté-
tele a slirliségfiiggvény nemnegativitasaval, azaz a

Ay
A3, (1-u)

>

feltétellel egyenértékdi (Su [2005]).

Az elérhetd eloszlasok tulnyomo része egymoduszi; azonban korlatozott forma-
ban, de U-alaki és nyesett (L-alaku) eloszlasok is el8allithatok. A A; >1,4, <2
paraméterezés U-alakl, mig a A; =0 paraméter L-alaki eloszldsokhoz vezet
(Ramberg et al. [1979]).

A A4 sik teljes lefedettségének biztositasra is talaltak megoldast (Freimer et al.
[1988]) a kovetkezd paraméterezésen keresztiil (FMKL):

_ | —1_(1_“)M
O(u) =2 +1; { » y .

Az FMKL-eloszlas mar a teljes A;—A4 térben definialt, az illesztés egyetlen feltéte-
le, hogy A, >0 legyen. Az eloszlas k-adik momentuma — hasonldan az RS-
eloszlashoz — akkor véges, ha min(Ay,A,)>—1/k. Az illesztéshez sziikséges alap-
szamitasokra vonatkoz6 irodalom ugyanakkor meglehetdsen hianyos.

2.4.1. Az altalanositott A-eloszlas illesztése momentumok alapjan

Az RS-eloszlas momentumokon alapuld illesztéséhez az eloszlas strliségfiiggvé-
nyébdl tudunk kiindulni. A momentumok definicidi alapjan a paraméterek fiiggvé-
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nyében kifejezhetdk a sziikséges centralis momentumok, illetve a ferdeség és csui-
csossag mutatoi is. A Mellékletben talalhato formulakbol lathato, hogy a vy, és y, ér-
tékek csak a A, és A, fiiggvényei, igy az eloszlas ferdeségének és csticsossaganak
meghatarozasa utan a varhato érték és a variancia kiilon paraméterezhetd. Problémat
okoz, hogy a A;- és a A, -értékek zart alakban nem fejezhet6k ki, igy az egyenlet-
rendszer megoldasa erdsen szamitasigényes, kiilondsen a formuldkban talalhato béta
fliggvények szamitasa miatt.

Karian és Dudewicz arra is felhivja a figyelmet, hogy az RS-eloszlas csak az
1,8(y12 + l) <y, teret tudja lefedni, igy y,—v, tér egy sziik sdvjaban nem lehetséges

eloszlasok generalasa. Ez éppen az a sav, ahol a lehetséges minimalis csticsossagnal
csak kissé nagyobb csucsossagértékek talalhatok. (Karian—Dudewicz [2000]), amint
a 4. 4bra is mutatja. Valoban lathat6, hogy az altalanositott A-eloszlés egy sziik, koz-
vetlenill a lehetetlen tartomany folotti sav kivételével lefedi a ferdeség/csticsossag
sikot. Az abran azt is megadtuk, hogy melyik Karian—Dudewicz [2000] szerinti régi-
obol kikeriil6 paraméterekkel végezheto el a lefedés. (Tovabbi régiok a nagyobb
ferdeségeknél kaphatnak szerepet; csak tobbféle lefedésre adnak modot, a lefedés
teljességét nem befolyasoljak.)

4. dbra. Az dltalanositott A-eloszlas lefedési tartomanya*

20 T T T T T

* A 3. régidban A3, A4 > 0, mig a 4. régidban Az, A4 <O0.
Az egyes paraméter-kombinacié intervallumokban javasolt kezd6értékekrdl jo at-

tekintést ad (Karian—Dudewicz [2000]), mig Lakhany—Mausser [2000]-nél tovabbi
illesztési modszerek értékelését is megtalaljuk.
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2.4.2. Az altalanositott A-eloszlas illesztése kvantilisek alapjan

A GLD-eloszlas valamennyi valtozata kvantilis fiiggvényével adott, igy kézen-
fekvonek latszik a kvantiliseken alapul¢ illesztés. A 4 paraméteres valtozatok (RS és
FMKL) esetén 4 kvantilis érték megadasaval meghatarozhatok a paraméterek. A
kvantilis fiiggvény formdjabol adodik, hogy az egyenletrendszerbdl gyorsan kiejthetd
a A, ¢és a A, paraméter, igy egy kétegyenletes, kétismeretlenes nemlinedris egyenlet-
rendszert kell megoldani. Az egyenletrendszer csak hatvanyfliggvényeket tartalmaz,
megoldasa tehat nagysagrendekkel gyorsabban elvégezhetd, mint a momentumokon
alapul¢ illesztés (Su [2005]).

A problémat ebben az esetben az okozza, hogy 4 kvantilis kozvetleniil nem tud-
ja jol leirni az eloszlas alakjat. A kvantiliseken alapuld csticsossagmutatok is alta-
laban 4 kvantilist hasznalnak (Kim—White [2004]), amik azonban éppen az eloszlas
helyzetét nem hatarozzak meg. A probléma athidalasara Karian és Dudewicz 4
kvantilisen alapulé mutatot javasolt. Az els6 mutatd, a median szolgal az eloszlas
helyzetének kivaltasara (az elsd nyers momentum parjaként az eloszlas helyzetéért
felel). A masodik mutatd valamilyen interpercentilis mutat6 lehet, az adatok ko-
z&ps6 tartomanyanak terjedelmét mutatja,0 <u < 0,25 (a szoréodas mutatdja). A
harmadik mutaté a ferdeséget irja le, mig a negyedik a csucsossag egy lehetséges
mérdszama.

&G
p=F(0,5)=A4, 20 \2)

P, :F’l(l—u)—Ffl(u)z

P3

1 Ay A3 1 "3 1
F'(0,5)-F'(u) _(_”) ) T

T - = a
Fl(l—u)-F'(0.5) (1—u)k3—ux4+(;) ]

VS 1V 3V (Ve
F(0,75)-F0,25) _(4) |4 l2) |3

P2 (l—u)}”3 —u™ +(1—u)M —u™

Py =

A harmadik és a negyedik mutato csak A,és A, fiiggvénye, igy ebben az esetben
is alkalmazhat6 a rekurziv megoldas, el6szor A;és A, meghatarozasa, majd abbol
A, , végiil A, kalibréalasa.
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2.5. A g-and-h-eloszlas

A g-and-h-eloszlés, az eredeti A-eloszlashoz hasonléan, John Wilder Tukey nevé-
hez flizodik. Az eloszlas egy 1977-es konferencia-el6adasban (Tukey [1977]) keriilt
ismertetésre, amelybdl tanulmany nem késziilt.

A g-and-h-eloszlast kvantilisfiiggvényével (inverz eloszlasfiiggvényével) defini-
aljuk, a standard normalis eloszlasbol (z) kiindulva, az alabbi transzformacioval:

g()=g" (e5-1)e" g0 h>0.

A paraméterek kozvetleniil alakitjak az eloszlas alakjat, igy g felel a ferdeségért
(iranyban és nagysagban), / pedig a csucsossagért (a kurtozissal pozitivan korrelal).

A két paraméter szerinti hatdreloszlasok (g — 0, illetve # — 0) is meghataroz-
hatok, illetve konnyen belathato, hogy a g — 0,2 — 0 paraméterezés szerinti hatar-
eloszlas éppen a standard normalis eloszlast adna vissza.

A g-and-h-eloszlas stiriistigfiiggvénye az a kdvetkez6 alakban irhato fel:

fq(z)(q(z)):fq(z)[q(z)aj;z,((zz))}

Ahogy Headrick (Headrick et al. [2008]) megmutatja, a g(z) transzformacid szi-
gorll monotonitdsa miatt a slirliségfliggvény unikalis, globalis maximumponttal ren-
delkezik, vagyis a kapott eloszlasok egymodduszuak. Az eloszlasok helyzetének jel-
lemzésére az inverz eloszlasfiiggvénnyel vald megadasnak megfeleléen a median
mutatkozik a legegyszerlibb kozépértéknek. Belathato, hogy a median a ¢(z=0)=0
helyen lesz, ahogy a kiindulasul szolgal6 standard normalis eloszlasra is igaz.

2.5.1. A g-and-h eloszlas illesztése momentumok alapjin

A stiriiségfiiggvény felhasznalasaval az eloszlas momentumai definialhatok:

Ela(z) |=[Ta() 1, ().

A k-ad rendii momentum létezésének feltétele, hogy 0<h <1/k teljesiiljon. Eb-
bdl az elsé négy nyers momentum viszonylag egyszeriien szdrmaztathat6. A pontos
formuldk a Mellékletben talalhatok.

A harmadik- és negyedik centralis momentumokon alapuld ferdeség és csuicsos-
sag mutatok (v,és v, ) a g és h fliggvényében megadhatok (a formuldk a Melléklet-
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ben taldlhatok). Ahogy Rayner—MacGillivray [2002] jelzi, valamennyi ferdeség elér-
hetd, ugyanakkor a 3 alatti csucsossagok (lapult eloszlasok) nem képezhetok.

A momentumokon alapul6 illesztéshez — még akkor is, ha az csupén a ferdeség-
hez és a csucsossaghoz val6 igazodast jelenti — megoldand6 egyenletrendszer nume-
rikusan is erésen szamitasigényes.

Az eloszlasnak két paramétere van, igy y,¢és vy, alapjan g és h értékébdl az elsd
két momentum egyértelmiien kovetkezik. Ha tetszoleges — vagy standard — elsd két
momentummal rendelkez6 eloszlast szeretnénk illeszteni, akkor tovabbi altalanositas
sziikséges, ami az inverz eloszlasfiiggvénnyel valdo megadas miatt analitikusan nehe-
zen kezelhetd, ismereteink szerint jelenleg megoldatlan probléma.

2.5.2. A g-and-h-eloszlas illesztése kvantilisek alapjan

A kvantilisfiiggvénnyel valoé definidlas sugallja a kvantiliseken alapuld illesztést.
Figyelembe véve, hogy az eloszlas medianja mindig 0, a trividlis kvantilisen tul két
kvantilis megadasa egyértelmiien meghatarozza az eloszlast. Az 1.2. pontban leirtak
alapjan ez elény, ha célunk adott empirikus eloszlashoz elméleti eloszlas illesztése,
ugyanakkor a normalist6l adott mértékben eltérd eloszlas paraméterezése nem oldha-
té6 meg. A kvantiliseken alapul6 illesztés elényei a tobbdimenzids eloszlasok esetén
jelennek meg (Field—Genton [2006]).

2.6. Fleishman-eloszlas

Bar ,,eloszlas” néven emlitjiik, a Fleishman-eloszlas sokkal inkabb egy nevezetes
eloszlas-transzformacids eljaras. Allen Fleishman 1978-ben publikalta (Fleishman
[1978]); mar eredetileg is Monte-Carlo-szimulaciokra gondolva.

Annak ellenére, hogy a mddszer igen elegans, és szamitastechnikai szempontbdl
is rendkiviil jol kezelhetd, mintegy 2 évtizedig szinte a feledés homalyaba meriilt.
Jelentds elméleti fejlemény egészen a 2000-es évekig nem tortént, és az alkalmaza-
sok tobbsége (Headrick—Sheng—Hodis [2007]) is az 1990-es évekre esik.

2002-ben Headrick kiterjesztette a modszert (Headrick [2002]), hogy az 6 mo-
mentumig alkalmas legyen illesztésre, majd ugyand 2007-ben megoldotta
(Headrick—Kovalchuk [2007]) a legfontosabb nyitott kérdést: megadta analitikus
alakban a Fleishman-eloszlas siiriiség- és eloszlasfliggvényét.

2.6.1. A Fleishman-eloszlas attekintése, illesztés

Fleishman modszere minddssze egy standard normalis eloszlasu véletlenszamot
igényel. Alapoétlete: készitsiik el az igy generalt véletlen valtozé egy transzformaltjat.
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A transzformalé fliggvény konkrét alakja, paraméterei nyilvan hatassal lesznek a
transzformalt valtoz6 eloszlasara, igy momentumaira is. Ha a transzformalo fligg-
vénynek egyetlen paramétere van, akkor azzal nyilvan egyszerre allitjuk az Osszes
momentumot (legjobb esetben is), igy altalanossagban nincs arra remény, hogy el
tudjuk érni, hogy a transzformalt valtozé tobb (példaul négy) momentuma eldiras
szerinti legyen. Viszont ahogy noveljlik paramétereinek szdmat, gy valhat kelléen
,testreszabhatéva” a transzformalt fliggvény. A polinomidlis transzformald fiiggvény
alkalmas arra, hogy ezt megvaldsitsa, hiszen kényelmesen allithaté a szabad paramé-
terek szama. Ha példaul 4 paraméterre van sziikségiink, mert a transzformalt valtozo
négy momentumat szeretnénk eldirds szerintire allitani, akkor valasszuk az

Y=G(Z)=a+bZ+cZ’+dZ’ /6/

transzformalé fiiggvényt, ahol tehat Z ~ N(0,1).

Nincs mas dolgunk, mint meghatarozni a paramétereket. Ehhez azt kell tudnunk,
hogy a transzformalt valtozé6 momentumai hogyan irhatok fel a transzformacios fiigg-
vény ismeretében. Példaul, az els6é momentum, a varhato érték esetén nincs nehéz dol-
gunk, hiszen az ismert tétel szerint, ha képezzik egy X valdszinliségi valtozo

V=g(X) transzformaltjat (ahol g:R—>R), akkor E(V)= fg(x)-fx (x)dx

folytonos esetben. Azaz pusztan a transzformalé fiiggvény és az eredeti siirliségelosz-
las ismeretében (egyetlen integralassal) megadhatd a transzformalt valtozo varhato
érteke. Maradva a /6/ transzformal6 fiiggvénynél, azt kapjuk, hogy

E(r)=]

—00

0

(a+bZ+022+dZS)-(p(x)dx=a+c.

Ha tehat azt szeretnénk, hogy generalt eloszlasunk varhato értéke p legyen, nincs
mas dolgunk, mint kielégiteni a a + ¢ = egyenletet.

A tovabbi momentumokra hasonld kifejezések kaphatok, bar a szamitdsok, ha
nem is bonyolultabbak, de mindenestre joval munkaigényesebbek lesznek (a hosszas
polinomszorzasok miatt), ezért csak a végeredményt kozoljiik. Felirva tehat ugyanezt
a kovetkezé harom momentumra is, hdrom tovabbi egyenletet kapunk, igy mar meg-
oldhat6 lesz az négy ismeretlenes és immar négy egyenletes egyenletrendszeriink. Az
eredményiil kapott egyenletrendszer tehat, standardizalt (u=0, o =1) esetben:

a+c=0
b* +6bd +15d* +2¢* =1
2¢(b> +24bd +105d° +2) = g,

24(bd +c(1+6% +28bd ) +d (12 +48bd +141¢% + 255d2)) —g,.
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Ennek megoldasaval a keresett transzformacios egyiitthatokat kapjuk. (Természe-
tesen teljesen nyilvanvalo, hogy a megoldast numerikus tton kell végezniink.)

Ha megvannak a transzformdcioés egyiitthatok, nincs mas dolgunk, mint a stan-
dard normalis eloszlasti véletlenszdmokat generalni, majd a felparaméterezett
polinomialis fiiggvénnyel transzformalni éket.

Ahogy emlitettiikk, Headrick [2002] megadja a sziikséges formulakat az els6 6
momentumhoz torténd illesztésre is.

2.6.2. A Fleishman-eloszlas lefedési tartomanya

A Fleishman-eloszlas nagyjabol lefedi a teljes ferdeség/csucsossag sikot, am a
modszer egy, az elméleti minimumnal Kkicsit magasabban htz6dé minimum-
csucsossaggal rendelkezik (adott ferdeségre). Ebbol kovetkezden a lapult eloszlasok
generalasa problémaba {itkozhet. Példanak okaért, Headrick—Sawilowsky [2002]
megmutatta, hogy szimmetrikus esetben a legkisebb elérhetd csticsossag y, =1,85
(1 helyett).

Sajat szamitasi eredményeinket’ e tekintetben az 5. dbra kozli, melyen jol lathato
a nemgeneralhato tartomany elhelyezkedése.

5. abra. A Fleishman-transzformdcios modszer lefedési tartomdnya

20 T T T T T

151

Fleishman

Lehetetlen

A Fleishman-modszer legnagyobb elénye akkor jelentkezik, ha nagy mennyiségii
adott eloszlast kovetd véletlenszam-generdlds sziikséges. A moddszer tervezésébol

? Ezen 4brandl (és a tobbinél is) a szamitasokat és a rajzolast végz6 .nb Mathematica munkafiizet elérheté a
szerzOknél.
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adédoan ehhez minddssze egy standard normalis eloszlasu véletlenszam-generator
sziikséges, ennek birtokaban néhany szorzassal és dsszeadassal, azaz szamitastechni-
kailag igen egyszertlien el6allithatok a kivant véletlenszamok.

A mddszer tovabbi jellemzdje, hogy a ferdeség/csucsossag sikon a lefedett teriilet
igen nagy, am nem a teljes elméletileg lehetséges teriilet.

*

A tanulmanyban attekintettiik azokat az eloszlasokat, illetve eloszlascsaladokat,
amelyek alkalmasak lehetnek valtozatos alaki — Iehetdség szerint a ferde-
ség/csucsossag sikot minél jobban lefedd — eloszlasbol szarmazo mintak generalasa-
hoz. Fontos szempontnak tartottuk, hogy eloszlascsaladok esetén a megfeleld elosz-
las kivalasztasa minél egyszeriibb legyen, az eloszlasok paramétereinek megvalasz-
tasa a kivant empirikus eloszlashoz minél egyszeriibben megtorténhessen. Az iroda-
lomban erre a célra fellelhetd hat eloszlas(csaldd) legfontosabb jellemzdit a tablazat-
ban foglaljuk Ossze.

Az eloszlasok legfontosabb jellemzdi

. EIOSZ: Az eloszlas megadasa Momer]lt'umokc'vn Kvan?il'iseker} Ferdeség/csucsossag lefedés
las(csalad) alapuld illesztés alapulé illesztés

Pearson stirtiségfliggvény lehetséges nem ajanlott Teljes; 3 algebrai alakkal

(kozvetetten)

Burr eloszlasfliggvény lehetséges nem ajanlott Részleges, tul kis és tul nagy
minimum feletti csiicsossagok
egyarant lehetetlenek;

1 algebrai alakkal

Johnson stirtiségfliggvény lehetséges ajanlott Teljes; 2 algebrai alakkal

(kozvetetten)
GLD inverz eloszlasfliggvény lehetséges, de ajanlott Szinte teljes; kis minimum feletti
nem ajanlott csucsossagok lehetetlenek;
1 algebrai alakkal

g-and-h inverz eloszlasfliggvény lehetséges nem kivitelezhetd Szinte teljes; kis minimum feletti
csticsossagok lehetetlenek;
1 algebrai alakkal

Fleishman stirliségfiiggvény ajanlott nem megoldott Szinte teljes; kis minimum feletti
cstcsossagok lehetetlenek;

1 algebrai alakkal
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Summary

In simulational studies, it is often necessary to generate random numbers coming from distribu-
tions that have specified properties. If a well-known, typical distribution is used, the necessary
steps can be performed easily, and they are included in statistical program packages. However, if
we need distributions that have properties considered to be parameters, such as arbitrarily set mo-
ments, we might face problems. Now we present and examine a few solutions for this problem
(Pearson-, Johnson-distribution families, Generalized A-distribution, Burr XII, Tukey “g-and-h”
and Fleishman transformation), with their limits of application, and an analysis of the questions
that arise when fitting them.
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Melléklet

A) A Pearson-féle differencialegyenlet megoldasa

A megadott differencidlegyenlet egy valtozd egylitthatoju, linearis
differencialegyenlet, igy megoldasa semmilyen problémat nem okozhat:

X
f(x)= -
(x) exp( Ib0+b1x+b2x2j

Ez az integradl is meghatdrozhat6é kiillondsebb gond nélkiil, elészor parcialis
tortekre bontva, majd alkalmasan helyettesitve:

In(b, +bx+b,x*
x  In(b+bx+bx’) D] 202D

J- by +byx+ byx* 2b, b, y/4byb, — b? A4, — b?

Ebbol mar felirhato a stirtiségfiiggvény:

+C.

I
f(x)=k '(bo +bx+b,x* )E -exp| arctg

.
2b,x+by, || bayabgbabf
\J4,b, —b?

Ha 4byb, —b’ >0 teljesiil, akkor ez a kifejezés X -tél fiiggetleniil feltétleniil
valés, hiszen az arctg argumentuma valés, a \/4b)b, —b} szintén valds, tovébba a
by, +bx+b,x* polinomnak nem lesz valés gydke, igy felthetjitk, hogy értéke végig
pozitiv. (Azt ugyanis az altalanossag korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy a b,
féegyiitthato pozitiv; ez X eldjelének esetleges megceserélésével biztosan elérhetd.)

Ha ellenben a by +Db,x+Db,x*-nek van valés gycke, a siiriiségfiiggvényt

célszerli atalakitani, hogy a komplex argumentumok megjelenését kikiiszoboljiik.
Ehhez induljunk ki a kovetkez6 6sszefiiggésbol:

arctg (ix) = iartgh(x),



crer

1-x)

wg(m:iaﬁgh(x>:;n(l+—xj

Ebbdl kovetkezOen

X
X\ i 1+~
arctg(X) = arctg(i -T) = Eln L.
i

Innen pedig:

exp(aretg(x)) = 1__; :[”iX)Z(I_TXj_;'

Ennek ismeretében térjiink vissza a slrliségfiiggvény explicit felirasara, és
alakitsuk at azt:

. R
! 2b,x % 2b,x+ 7% o
f(x) =k-(b0+b1X+b2X2)2b2- { + by ] [1— b ]

ir/4b,b, — iy/4b,b, —

o
L 2b,x 2b X+b HELEE
=k-(b0+b1x+b2x2)2b2 : 1+ b i
Jo? — 4byb, Jo? = 4byb,
: L
ae |20y —abgh
— k(b +bx+ by )22 - | 1 20X+ b, 20X+ by .
\/bz — 4y, \/bz —dbyh,



Ez a feliras nyilvanvaldan ekvivalens az el6zével, am épp akkor nem jelennek
meg benne komplex szdmok, ha abban megjelennének (tehat akkor, ha a

by +byx +b,x* -nak van valos gyoke.)
Nem sziikségszerti, hogy elsdként az arctg -t tartalmazo formulat vezessiik le, és

abbol szarmaztassuk a masikat. A klasszikus levezetési lehet6ség, hogy a valos,
illetve komplex gyokok feltételezése mellett eltérd helyettesitést valasztunk az
integralas sordn, igy magaval a integralassal jutunk két kiilonb6z6 megoldashoz. (Az

. 1 o . .
egyik esetben egy " sémaju integrandusbol szarmazik az arctg, a masik
+

X2

esetben egy sémajubol az artgh, ami viszont rogton logaritmusokra

2

cserélhetd.) Az el6z6ekben bemutatott azonossdgok mutatjak az atjarast a két feliras
kozott.

Ebbdl adddik (ez példaul Jeffryes [1948] megkozelitése), hogy mindkét formula
felirhat6 egyszerii k6zos alakba a kovetkezoképp:

f(x)=A(x-c)™(c,—x)™.
Annak igazolasa, hogy a Pearson-eloszlasok szélsdértéke maximum
A stiriiségfiiggvény masodik derivaltja

a2t d  oxf f o
dx*  dx (b0+b1x+b2x2)_(b0+b1x+b2x2)(b0 P )’

ami az X=0 szélséértékpontban sziikségképp pozitiv, hiszen azt az altalanossag
korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy a by f6egyiitthatd pozitiv. (Ez egy esetleges
eléjelcserével ugyanis mindenképp elérhetd.)



A Pearson-eloszlasok paraméterei a momentumokkal kifejezve
Ezek a kifejezések azért kaptak a Mellékletben helyet, mert — ahogy azt a

fészovegben is megmutattuk — kozvetleniil nincsen jelentdségiik a Pearson-
eloszlasok illesztése soran. A keresett egyiitthatok:

) (4H2H4 - 3“5)

b, =-
A
3 M3(H4+3H§)
ML
(2mn 303 -63)
2 - A H

ahol A=10p,u, —18u3 —123 .
A Pearson 1V eloszlas pontos szarmaztatasa
Ebben az esetben a levezetés soran a slrlségfiiggvényre elsdként kapott

formulabol érdemes kiindulni, melyet most az egyértelmiiség kedvéeért
megismétliink:

.

b, by /4bb,, —b?

£ (%)= k- (by + b+, 2% - exp) arctg 2bx+b zm.
Jabb, —b7

by 1, \J4b,b, —b?
——, aZ M=—— ¢S az a=——m"T"7""—
b, /4b,b, —b? 2b, 2b,

egyszerisitd helyettesitéseket, tovabba helyezziik at a koordinatarendszeriink

Végezzik el a v=

. . - b
origdjat a (régi X szerinti) X+i pontba. Ekkor a kovetkezd egyszeriibb alakot
p

nyerjlk:

f(x)=k, [bz (3 +a? )]m ~exp[v : arctg(éﬂ,



avagy masik szokasos formajaban (a konstans megvaltoztatasaval):

f(x)= k(1+2—i]m -exp{v-arctg(éﬂ.

A Pearson I és VI eloszlas levezetése soran alkalmazott atalakitas

Ha a b, +b,x+b,x* -nek van valés gyoke, ugy célszeriibb a levezetés soran
a sliriségfiiggvényre masodikként kapott formulat hasznalni, hiszen ez nem fog
komplex szamokat tartalmazni:

by

T T I
! (1+ 2b,x+b, J[l b, x+b J 20 b

f(x)=k-(by +bx+b,x>)2b2 - - e/
(9=k-(® ) Jo2—abb, || o —4byb,

Jelolje by, +bx +b,x* két gyokét a, és a, (a <a,):

by = /b7 —4b,b,

2b,

a,

Ezzel a /7/ kifejezés igy irhato:

by

2b, (x—a )H 2b, (a, - X)]1 szm .

1
f(x)=k, -[b,(x—a)(x-a,) |2 1| == 12 nn
()= [ (x- ) (x- )] {blz_émobz T

A konstansok 0sszegytijtésével:

\jblz—4bobz +by \/b12—4bobz by
2b, /b12—4b0b2 2b, /b12—4b0b2
) .

f(x)=k-(x—a) (a, —x



(Lathatd, hogy itt a konstans akdr komplex tagot is tartalmazhat, de ennek nincs
jelentdsége, hiszen értékét ugyis késobb, a normalizacids feltétel alapjan hatdrozzuk
meg.)

B) A Burr-eloszlas

A Burr XII szarmaztatasa az altalanos formulaboél

A Burr XII-t akkor kapjuk, ha az altalanos differencidlegyenletben

ck(l +X° )_k_l

9(x)= : :
e\ K 1
[1—(1+x) } : 1—(1+x°)k_1

innen ugyanis G(x)=-In ;—1 )

K
1- (1 +X° )
A Burr XII siirtiségfiiggvényének részletesebb elemzése

A strliségfiiggvény jellegének megértéséhez irjuk fel az elsd derivaltjat:

f'(x)= kcx°’2(1+ xc)_ (c—xC —kex® —1).

Az itt szerepl6é valtozokra vonatkozd korlatozasok (x,c,k>0) miatt az utolsod
zarojeles szorzo elétti kifejezés bizonyosan pozitiv, igy a szélséérték 1étezésének

sziikséges feltétele:
c c c—-1
(c—x —kex —1)=0:>x=c .
kc+1

A kiszamitott X pontban a masodik derivalt negativ, igy a szélséérték valdoban
1étezik, és jellegét tekintve maximum. Tartalmilag ez azt jelenti, hogy az X pont az
eloszlas modusza lesz.




Az eldbbiek azonban csak a ¢ >1 esetben allnak fenn. Ha ¢ =1 akkor formalisan
ugyan létezik maximumpont, de a helye épp a 0, ahol a slrliségfiiggvény nem
értelmezett, ¢ <1 esetben rdadasul még szélséérték sem létezik, hiszen az elsd
derivalt mindenhol negativ.

Nyers momentumok

Az eloszlas N -edik momentuma:

illetve

+00

= X" fy (x)x= IOMX” ~kex®! (1+ X° )7k71 X,

0

figyelembe véve, hogy az eloszlas csak a nemnegativ félegyenesen értelmezett.
Az integralast helyettesitéssel fogjuk elvégezni, mégpedig a

t=x°(1+x°)_1

helyettesitést alkalmazva. Ebbol

ahonnan

o
X=———t.

c(1-t)c"

Az integralas 0j hatarai: t=0 (ha x=0)és t=1 (ha x=o0).



Ezek hasznalataval:

_ +ooXn .kCX C —k— 1
0
1

n+c-1 k- |
te
=fo‘kc(1‘—J { H T
- c(1-t)c"
n+c-1

et
1 t 1 te

1E
=kj0tc(1—t) Tt=k- B(C+1k——j K-Bgy (n),

C

felhasznélva az Euler-féle béta fiiggvényt, és az ez alapjan definidlt B, (n) rovid

jelolést.
Ahogy az ebbdl is rogton lathatd, az eloszlasnak csak akkor Iétezik véges N -edik

momentuma, ha k ——> 0= n<ck. Példaul a ferdeség és csucsossag létezéséhez a
c

ck > 4 feltétel sziikséges.
Centralis momentumok

Induljunk ki a centralis momentum definicigjabol (ismét figyelembe véve, hogy
X>0):

o = [ (= m1)" i ()%

Alkalmazzuk a binomidlis tételt a hatvanyozas kifejtésére:

=[S (T o) -

> () U NI =i(—1)”“[?](u;>”‘iu;.

i=0

;'M=

i
o



Ilyen modon tehat megoldottuk a problémat, hiszen a centralis momentumok
szamitasat visszavezettilk a — mar ismert — nyers momentumok szamitasara:

n (n r n - n r )

S YO ) TR Sl T N0 P
i=0 i=0

Ezt a kifejezést némileg lerovidithetjiik, ha észrevessziik, hogy

bfet) it

r(k+1) r(k) rcz

k- Bc,k (I):

(i)
k)’
felhasznalva az Euler-féle gamma fiiggvény jol ismert I'(k +1)=KkI' (k) rekurziv

1 .
=——), illetve bevezetve a

r(k+1) T(k

formulajat (amibd6l

" (i)=1"(%+1]1“(k—8 ~ B, (i)-T(k+1)

rovid jelolést. (Azért nem a k- B (i)-ra vezetiink be roviditést, mert igy ki kiilén

tudjuk az 1-t6] nem fiiggd tagot kezelni; Ak () viszont mar mindharom valtozo6tol

fugg.)
Ezekkel a Burr XII altalanos centralis momentuma:

g (D

Specidlisan a masodik centralis momentum, azaz a szorasnégyzet:

A0 (0) 22() 2 (2) 23() A ()
S (k) Iﬂm+wm‘ﬁm+rm‘

(
=172 (k) [r xgk(1)]

figyelembe véve, hogy L., (0)=T(k).
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A harmadik centralis momentum (az el6z6 szamitasokat kovetve):

) ) |
r’(k) (k) (k) (k)

=17 208, (1) =30 (K) A () Aoy (2) + T2 (K) i (3) -

U3

Hasonloképp a negyedik centralis momentum:

o) At (1
n, = c,k()_4 c,kf()+6

rik) (k) r(k

=1 [30d, (1) 60 ()22, (1

ng(l A k( ) —4 ck(l)}"c,k (3)+;‘c,k (4)
(k) (k) r'(k)
) )

Teose (2) =472 (K) Mg i (Do (3)+ T (K) A (4)].

C) A Johnson-féle Sg eloszlas (centralis) momentumai
A momentumok:
, u . 1
W =-0'2sinhQu, = E(a) —1)(®cosh2Q+1)
| N A 2 . .
My =—70 (0-1)" [o(w+2)sinh3Q+3sinh Q |

Ky :%(0)—1)2 [o)2 (0)4 +20° +30° —3)c0sh4Q +40” (0 +2)cosh2Q +3(20+ 1)]

ahol o=¢€° , Q=v/3.
Ebbél:

o (o 1)% [ ©(w+2)sinh3Q +3sinh Q |

x/E(cocosh 20 + 1)%

Y11=

®° (co4 +20° +3w* — 3)cosh 4Q + 40* (0+2)cosh2Q+3(20+ 1)

’Y =
2 2(oocosh2§2+l)2
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D) A A -eloszlas

A Tukey-féle A-eloszlas a kvantilis fliggvényével (inverz eloszlasfiiggvényével)
adott:

A (1 A

Qu)=¢ *
M ha A=0
1-u

Az closzlasnak minddssze egyetlen szabadon allithatd paramétere van, igy a
normalistél tobb szempont szerint adott modon eltérd eloszlasok eldallitdsara nem
alkalmas. Ugyanakkor tobb altalanosités is rendelkezésre all, amelyek valtozatosabb
eloszlasokat tesznek lehetdvé.

A helyzet és a terjedelem kezelését biztositd technikdk ismeretében trivialis
altalanositast adott meg Ramberg és Schmeiser (Ramberg—Schmeiser [1972]):

Q(u) =2, +13' [ux3 —(l—u)M]

Az igy el6allo eloszlasok szimmetrikusak lesznek.
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E) A Ramberg-Schmeiser-féle altalanositott A -eloszlas centralis momentumai

1
Ay +1 Ay +1
=A== 2 :
2
1 1 1 1Y
—2B(Ay + LAy +1)+ - -
20, +1 20, +1 (A +1 A, +1
Wy =
A
1 1 1 1 1 1 1 1Y
—3B(2h; + LA, +1)+3B(Ay + 1,20, +1) - -3 —2B(hy + LAy +1)+ - +2 -
3k, +1 3, +1 20, +1 20, +1 )\ A3 +1 A, +1 Ay+1 Ay, +1
M3 = 7\‘3
2
1 1
—4B(30 + LA, +1)+6B(2A, + 1,24, +1)—4B (A, + 1,30, +1)—
4}\134—1 B( 3 4 ) B( 3 4 ) B( 3 4 ) 4}\‘44_1
I =3B(2A; + LA, +1)+3B (A + 1,24, +1)+ ! 1
3k, +1 3ha+1 LA, +1 A, +1
1 1 1 1Y 1 1Y
+6 —2B(hy + LAy +1)+ - -3 -
20, +1 20, +1 LA +1 A, +1 A+l A, +1
Mg = 4
7”2
,, _ By _ Ky . 1.
Ebbdl a v, =7 ¢sa y, =— formuldk felhasznalasaval:
2 1

%)



1
C 3+l

3
=3B(2h; + LA, +1)+3B(Ay + 1,24, +1) - L5 1 —2B(hy + LAy +1)+ ! L1 b1
3k, +1 20, +1 20, +1 )\ A3 +1 A, +1 Ay+1 A, +1

Y11=

1 1 1 LT
—2B(Ay + LA, +1)+ - -
{2x3+1 Bl 12y +1) 2, +1 [x3+1 7“4+1H

és

1
40, +1

1 1 1 1
_4[ —33(2)\43-‘1‘1,7\,44‘1)4‘3[3(}\,3+l,27\.4+1)+3}\‘4+1J[ j

1
4h, +1

—4B(30; + LAy +1)+6B(2h; +1,20, +1)=4B(hy +1,34, +1)—

3, +1 A+l Ay +1

2 4
6| ! —2B(Ay + LAy +1)+ ! 1 gl
20, +1 20, +1 )\ Ay +1 Ay +1 Ay+1 A, +1

P 2
1 1 1 1
—2B(Ay + 1,2, +1)+ - -
[2x3+1 Bl +1.2s +1) 20, +1 (x3+1 x4+1”

Y2 =

adodik.

F) A g-and-h eloszlas kiillonb6z6 momentumai

2
e J2-2h 4

W=—7
bog(i-n)”

2 2
11— 29 /2-4h +e20 J1-2h

M =
’ g2 (1-2h)"?
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Y, =

Y=

2 2 2 2 2
@89°/1-4h (1+e6g /4n-1 | o807 /4h-1 _ 40707 /80-2 _ 4159 /8h—2)

!

2 2 2
v 300 /2-6h +e% /2-6h _3e29 J1-3h 1
=

g’ (1-3h)

12

2 2 2 2 2
Q80 /i-4h (1+6e"9 Jah-1 4 b0 Jah-1 _4p79 /sh-2 _ 4e!50 /8h—2)

Wy =
! g*(1-4n)"

2 /5_ 2 2 /5_
3007/2-60 | 099%/2-6h _ 3520 /1-3h _ (1—26g [2-4h 297t 2h)(eg /2-2h —1)
-3 +2

(egz/z—zh B 1)3

(1—3h)1/2 (1—2h)1/2 (1—h)1/2 (1—h)3/2

%
2
2 2 2
(1 2eg /2—4h) eg /1-2h (eg /2-2h 1)

3

g .
(1-2h)"?

h—1
?

g%/2-6h | ,9g%/2-6h 292 /1-3h g%/2-2h g%/2-2h 4
(3e +e —3e -1 (e -1 (e -1

_4 _
(1-4n)" (1-3h)"* (1-h)"? (h—1)
(1 _ 90?42 | o202 /2n-1 )(egz/Z—zh 3 1)2 (1 _9pgt/4h-2 | 4267 /2h-1 )2
-12 +3
(1-2n)"(h-1) 2h-1
2
(1_2eg2/2—4h)+e292/2h—1 (eg2/2—2h _1)2

(2h-1)" B




