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A XX. szazad kozgazdasagi Osszefiiggéseinek tulnyomd tobbségét formalisan
linearis modellként fogalmaztak meg. Ez a feltevés azért bizonyult univerzalisnak,
mert ha a valds 0sszefliggés mégsem linearis (esetleg linearissa alakithato), a folyto-
nossag miatt, egy korlatozott tartomadnyon még mindig kozelithetd akként. Ennek
megfelelden a linedris modellt alapvetéen két okbol lehet elvetni: vagy olyan nemli-
nearis 0sszefliggéssel allunk szemben, amely az altalunk vizsgalt tartomanyon nem
tekinthet® mar linearisnak, vagy a minta id6belisége miatt az 0sszefiiggés megvalto-
zik, ami ugyancsak elrontja linearis becslésiinket. Mindkettére szamos példat tala-
lunk, hiszen egyrészt a kozgazdasagtan sok Osszefiiggése nemlinearis, kezdve a fo-
gyasztok hasznossdgi fiiggvényét6l a modern neuralis halokig; masrészt a
makrodkonomiai idésorokban régota keresnek strukturalis toréseket, a hires Lucas-
kritika pedig egyenesen intézményesitette a gazdasagi szereplék viselkedésének id6-
beli valtozasat.

Granger [2008] egyik utolso irasaban szembeallitja egymassal a nemlinearis, va-
lamint az id6ben valtozo egylitthatoju modelleket, azzal érvelve, hogy utdbbiak job-
ban értelmezhetdk kozgazdasdgilag, valamint konnyebben készithetd beldliik
tobbiddszakos elérejelzés is. Gondolatsoranak kozponti eleme a White-tétel, amely
azt mondja ki, hogy tetsz6leges véges és nem nulla varhato értékli y, id8sor leirhatd

olyan AR(1) modellel, amelynek egyiitthatdja idében valtozik — pontosabban megfo-
galmazva létezik olyan B, ¢—1. idészaki filtraciora ( F,_-re ) mérhetd sorozat, és ¢,

martingaldifferencia-idésor, melyekre
V=B te. /1

Granger ezzel a tétellel azt mutatja be, hogy barmilyen — akar nemlinearis adat-
generald folyamatbol szarmazo — mintara illesztheté id6ében valtozd egyiitthatoja li-
nearis modell. Tudnunk kell azonban, hogy ez bizonyos forméban forditva is igaz: ha
nemlinedaris modellspecifikacionkat kellden rugalmasra alakitjuk (példaul elég nagy
fokszdmu polinomot vesziink), azzal is tetsz6legesen jol le tudunk irni barmilyen fo-
lyamatot.

Tanulmanyunk az id6ében valtozo egyiitthatdjii modellek tobbféle becslési modjat
mutatja be, és szimulacio segitségével hasonlitja 6ssze a képességeiket. Célunk egy-
részt az, hogy ezekrdl a becslési eljarasokrol atfogd képet nyujtsunk az Olvaso szé-
mara — ravilagitva az egyes eljarasok kozotti kapcsolatokra és kiillonbségekre —, mas-
részt utmutatast nytjtsunk, hogy milyen helyzetben melyik modszer hasznalata lehet
a megfelelébb. Az alapvetd egyenlet, amellyel foglalkozunk, az /1/ 6sszefiiggés né-
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miképp altalanositott form4ja, ahol a jobb oldalon barmilyen exogén vagy késleltetett
endogén (predeterminalt) valtozok p elemii linedris kombinécidja allhat, a fliggd val-
tozonk az egyszerliség kedvéért skalar:

y, =Bix, +g,. 2/

Ebben a keretben tehat B, egy px1 méretll oszlopvektor értékei, amelyeknek
idébeli sorozataira vagyunk kivancsiak. A klasszikusnak nevezheté megoldas
Kalman [1960] nevéhez flizédik, aki elinditotta Gtjukon az idében valtoz6 egyiittha-
toji modelleket, amelyek alkalmazasaikkal azota is jelen vannak a kozgazdasagtan-
ban. Az egyenlet — mint késébb meg is mutatjuk — kiegészithetd allapot-tér modellé,
amely becsiilhet6 a Kalman-sziir6vel, ami nagyon sok — féleg mérnoki — alkalmazas-
ban bizonyitott.

A Kalman-sziir6 sikerének oka részint az, hogy feltevéseit tovabb lehet lazitani az
eredetileg megadottaktol, igy példaul az eloszlasi kitételek nagy részét ejthetjiik.
Ezen az alapon sziiletett meg 1988-ban Kalaba és Tesfatsion ([1988], [1989],
[1990a]) jovoltabol az un. rugalmas legkisebb négyzetek moddszere (flexible least
squares — FLS). Ez az eljaras gyakorlatilag bemutatja, hogy a Kalman-sziiré egyenle-
teit mashonnét kiindulva is levezethetjiik, egyfajta négyzetes veszteségfiiggvény mi-
nimalizalasaként. A szakirodalomban nem tul aktiv, de hosszan tarté vita volt a két
modszer kozotti kiilonbségekrol, melyekre Montana, Triantafyllopoulos és Tsagaris
[2009] tett végiil pontot; cikkiinkben Gsszefoglaljuk ezen irds eredményeit is.

A Kalman-modellcsalad mellett egy masik megkozelités is hasznalhatd idében
valtoz6 egylitthatoju folyamatok vizsgalatara. Megadhatunk az ismeretlen vektor
egyes elemeinek véges sok allapotot — mas néven rezsimet — is, amelyek kozotti at-
meneti valosziniségek segitségével minden idépontban becslést adhatunk az aktualis
allapot valoszinliség-eloszlasara. Ez a Markov-tipusu rezsimvalto modell (Markov
switching model — MSW)' egy specidlis esete, melyet a kozgazdasagi
idésorelemzésben eldszor Hamilton [1989] alkalmazott, miutan adaptalta Goldfeld és
Quandt [1973] keresztmetszeti rezsimvaltd regresszidjat. A Markov-modell joval al-
talanosabb annal, minthogy csak idében valtozé egyiitthatoju egyenleteket vagy alla-
pot-tér rendszereket becsiilhessiink vele, ugyanakkor tobb k&zds vonasa van a
Kalman-sziir6vel, amint erre a késobbiekben ramutatunk.

A becsléeljarasok bemutatasa utan természetszeriileg felmertil a kérdés, hogy me-
lyikiik mennyire hasznalhat6 a gyakorlatban, illetve hogyan teljesitenek egy egyszerii
OLS-becsléssel szemben. Ezért olyan modellt épitiink, ahol a becsiilendd egyiitthato
idében kiilonbozo jellegii palyakat fut be, mikdzben mas, zavard egyiitthatod is jelen

! A Markov switching model elnevezés leginkabb a kézgazdasagi alkalmazasokban terjedt el, més diszcip-
lindkban, ahol egyébként joval régebb ota ismert, Hidden Markov Model (HMM - rejtett Markov-modell) név-
vel és roviditéssel illetik.
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van. A rendszert ezutan kellden sokszor szimuldljuk és az eljarasaink segitségével
visszabecsiiljiik, végiil pedig dsszehasonlitjuk a becslések hatékonysagat.

frasunk tovabbi része a kovetkezOképpen szervezédik: bemutatjuk a Kalman-
szlrét, a rugalmas legkisebb négyzeteket, ravilagitunk a kett6 kozotti szoros kapcso-
latra, ezutan a Markov rezsimvaltdé modell keriil sorra, majd szimulaciés modszerek-
kel illusztraljuk az eljarasok képességeit, végiil osszefoglaljuk az eredményeket.

1. A Kalman-sziro

Az altalanos allapot-tér modell egy olyan dinamikus, linearis rendszer leirasa,
amelyben harom valtozocsoport jelenik meg: az u, bemeneti, a &, allapot-, valamint

az y, kimeneti vagy megfigyelési valtozok. A feltevések szerint a rendszer allapot-

dinamikajat egy elsérendii differenciaecgyenlet irja le, melyben a bemeneti valtozok
is szerepelhetnek; ez az in. allapotegyenlet:

E.»t = Aétfl + B”tfl + ;. /3/

A megfigyelési egyenlet linedrisan 6sszekoti az allapot- és kimeneti valtozokat,
itt is megengedve az inputok hatasat:

v, =C¢&, +Du, +¢,. 4/

A bementi valtozok tehat mindkét masik csoportra — regresszoroknak is hivhat-
nank 6ket — hatnak, az allapot- és kimeneti valtozokat pedig azért kell megkiilonboz-
tetnlink egymastol, mert az elébbieket nem feltétleniil tudjuk mérni. Ezek a modell
rejtett, latens valtozoi, amelyek értékérdl csak kozvetetten, a megfigyeléseken ke-
resztlil kapunk informacidt. A /3/ és /4/ egyenletparban additiv hibatagokat feltétele-
ziink, ezekrdl szigoru feltevéssel kell éljliink: mindkét hibatagvektor rogzitett korrela-
ci6s matrixokkal rendelkezik, autokorrelalatlan, és a két vektor barmely tagjanak
barmely késleltetésre vonatkoz6 korrelacioja is nulla. E két egyenlettel jellemzett al-
lapot-tér modell diszkrét, mivel idében nem folytonos valtozokban irtuk fel. A mo-
dellt leird A4, B, C és D matrixok valtozhatnak az idében.

Az id6ben valtoz6 egyiitthatdju regressziot ugy tudjuk allapot-tér keretbe foglal-
ni, hogy a B, egyiitthatovektort tessziik meg allapotvektornak, amelynek a dinamika-
ja adja a rendszer allapotegyenletét. Példaul, ha az egyiitthatokrdl (allapotvektorrdl)
azt feltételezziik, hogy eltolas nélkiili egységgyokfolyamatot kdvetnek, akkor:

B, =B, +o,. /5/
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Az egyenletben az , hibatag varhat6 értéke nulla, kovarianciamatrixa V. A
megfigyelési egyenlet pedig nem mas, mint maga a regresszid, amelynek hibavektora
g, , nulla varhato értékkel és V, kovarianciamatrixszal:

y, = B,/x, +g,. /6/

Figyeljiik meg, hogy a /4/ egyenlet C matrixanak az itteni x, regresszorok vektora fe-
lel meg, és mivel azok értéke id6fliggd, igy az allapot-tér rendszeriink is azza valik. A
hibatagokrdl az altalanos modellnek megfeleléen fel kell még tenniink, hogy barmely
késleltetésre mind az auto-, mind a keresztkorrelacioik nullak, tovabba barmely ¢ id6-
pontra az értékiik korrelalatlan a B, kezdeti allapottal. A Kalman-sziird eredeti megfo-
galmazasaban és bizonyitasaban (Kalman [1960]) szerepet kap a hiba-folyamatok
normalitasanak feltevése, azonban tdbben bizonyitottak mar (Montana—Trian-
tafyllopoulos—Tsagaris [2009], Eubank [2006]), hogy a tovabbiakban itt leirt kovetkez-
tetésekhez ez nem sziikséges.

Maga a sziir6 nem mas, mint négyzetes értelemben vett optimalis, linearis algo-
ritmus az allapotvektor becslésére, amely 1épésrol 1épésre frissiil, ahogy haladunk
elére az idében. A becslésnek alapvetden két része van: a predikcid és a korrekcio.
Az elobbi soran a ¢ —1. iddszakban mar rendelkezésiinkre all az allapot szintén erre

az iddszakra vonatkozd 3 becslése, igy az allapotegyenletet hasznalva kivetit-

t-1t-1

juk azt egy idészakkal eldre, képezve P, _ -t a t. iddszaki érték becslését a ¢ —1.

{1

1d6szakbol. Esetlinkben az allapotegyenlet egyszeriisége miatt
Bt\t—l = Bt—l\z—l : 7/

A korrekcid sordn beérkeznek a z. idépontra vonatkoz6 megfigyelési adatok, ame-
lyek segitségével frissitjiikk az erre az idépontra vonatkozd becslésiinket. Az algorit-
mus linearitdsa itt jelenik meg: az allapotvektor becslését a megfigyelés linearis
fliggvényében keressiik. Raadasul, mivel a megfigyelési egyenletiink linearis, igy
abbol kifejezhetjiik az e, megfigyelési hibat, mikdzben az allapotra vonatkozo becs-
1és annak is linearis fliggvénye marad. Megmutathat6, hogy a keresett linearis 0ssze-
fliggés konstansa éppen a frissitendd allapot lesz:

Bt\z = Bz\t—l +Ke,, /8/
ahol tehat a megfigyelési hiba 0sszefiiggése
&=V = B;\z—lxt =V = Vit - 19/

Annak igazolasa, hogy a /8/ egyenlet konstansa épp a B, _, becslés lesz, egyéb-

tle-1

ként abbol fakad, hogy a becslés minimalizalni kivanja a megfigyelési hibak négy-
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zetdsszegét a teljes 1,2,...,7T intervallumon. A keresendd K, matrix (ami esetiinkben
pxl-es oszlopvektor) Kalman-erdsités (Kalman gain) néven ismert és abban az ér-

telemben optimalis, hogy minimalizalja az allapotvektor adott id6szaki becslése és
valddi értéke kozotti négyzetes eltérések 0sszegét. A levezetéseket itt is melldzziik,
viszont a képletek megértéséhez definialnunk kell néhany wjabb jelolést. Legyen a
valodi BB, vektor és a Bt\; korrigalt becslés kovarianciamatrixa P, a 3,és a Bz\m

prediktalt becslés kovarianciamatrixa pedig R, , végiil az Vi1 idészakos becslés va-

riancidja @, (esetlinkben ez skalar). A kovetkezd két Osszefiiggés konnyen lathato,

ha a rendszer allapot- és megfigyelési egyenleteit ,,kovarianciaegyenletbe” forditjuk,
ligyelve a korrelalatlansagi feltevéseinkre:

R =P +V,, /10/
ez Iényegében az allapotegyenlet kifejezése kovarianciamatrixokkal, és
O, =xRx,+V,, 11/

ez pedig a megfigyelési egyenlet megfelelje. Most mar tehat megadhatjuk az opti-
malis erdsitési matrixot, ami nem mas, mint

K,=Rx,/0,, 12/
aminek segitségével végiil kifejezhetjiik a £, matrix rekurziojat is:
P=R -0KK],. /13/

Készen allunk tehat a rekurzid egyenleteivel, hiszen ezek segitségével végig tu-
dunk haladni az allapotvektor és annak P, kovarianciamatrixa becslésein, ahogyan az

1) megfigyelések fokozatosan beérkeznek — persze, ha kezdetben megvannak a meg-
feleld Buo és B kiinduld értékeink.

Felépitése folytan a Kalman-szliré alkalmas arra, hogy valos idejii alkalmazasok-
ban miikddjon, hiszen az 0jabb allapotérték kiszdmitasahoz, a predikcio €s a korrek-
ci6 eldregorgetéséhez elegendd egyetlen Gjabb megfigyelt adatpont. Ezért az elmult
fél évszazadban nagyon elterjedté valt kiilonb6z6 gyakorlati megvalositasokban, kii-
16n6sen a térben mozgod objektumok (repiilégépek, mitholdak) helyzetének becslésé-
ben. A kozgazdasagtanban is vannak teriiletek, ahol jo kilatasokkal hasznalhatjuk va-
16s idejli alkalmazasként (gondoljunk a kereskedési stratégiakra, ahol az informacio-
hoz fokozatosan jutunk hozzd), viszont az 6konometridban jellemzobb az a forma,
ahol az adathalmaz mar teljes egészében rendelkezésre all, és nem csak a legutolso
(vagy aktualis) allapotvektor képezi az érdeklodés targyat. Ekkor alkalmazhatjuk a
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Kalman-simit6 eljarast (Kalman-smoother), ami az adott adathalmaz &sszes pontjat
felhasznalja. Pontosabban szolva konnyen belathato, hogy a ¢ id6szaki simitott becs-
1¢és elballitasdhoz elegendd a ¢+1. idOszaki simitott becslés és a ¢. id6szaki megfi-
gyelés, igy a simitd eljaras nem mas, mint egyfajta ,,visszalépdelés” az idében. Lat-
hatjuk tehat, hogy ami 6sszekoti a szlirt és simitott becsiilt allapotvektorokat, nem
mas, mint az utolso idészaki — azonos — érték.

Ez idadig semmilyen eloszlasi feltevést sem tettiink, viszont a V, ¢és V,
kovarianciamatrixokat teljes mértékben ismertnek feltételeztilk. Amennyiben sziik-
ségiink van ezek becslésére, a maximum likelihood (ML) modszert kdnnyen alkal-
mazhatjuk, miutan persze specifikaltuk az ®, és ¢, hibatagok eloszlasat. Itt tehat
mar sziikséglink van normalitasi (vagy esetleg egyéb eloszlasi) feltevésekre. A szi-
muléacioban vizsgalni fogjuk az igy szlirt €s simitott becslés kiilonbozdségét is.

A Kalman-sziird irodalma o6riasi, hasznalata a kozgazdasagtanban az 1990-es
évekre széles korben elterjedt, akar valtozo egyiitthatoju regressziokkal, akar bonyo-
lultabb allapot-tér modellekkel. Ekkorra mar a médszer elméleti és szimulacids tu-
lajdonsagait is megvizsgaltak, ez azonban — a mas tudomanyagbeli alkalmazasok mi-
att — nem a kozgazdaszok érdeme volt (az id6ben valtozé egylitthatoju regresszio kii-
16nb6z6 elméleti tulajdonsagairol 1asd példaul Guo [1990] cikkét és egyéb munkait).
A kozgazdasagi alkalmazasokrol viszont kifejezetten dkonometriai konyvet irt Har-
vey [1989], valamint a sz{ir6 és simitd becslés szabatos matematikai levezetése meg-
talalhaté Hamilton [1994] idGsorelemzés alapmiivében.

Végiil a makrodkondmiai alkalmazasokhoz — a teljesség igénye nélkiil — igyek-
sziink némi irodalmat adni. Sok, kordbban konstansnak feltételezett latens valtozot
modelleznek Kalman-sziirdvel, igy a semleges kamatlabat (Horvath [2007]), a munka-
nélkiiliség természetes ratajat (Driver—Greenslade—Pierse [2006]) vagy a fiskalis poli-
tika hatasat (Cimadomo—Garnier—Schalck [2007]). A monetaris transzmissziot a kelet-
kozép eurdpai orszagok viszonylataban Darvas [2009] elemezte id6ben valtozo
egyiitthatoji  strukturalis vektor-autoregresszioval. Az id6ében valtozo inflacios
perzisztencia vizsgalatat tobbvaltozos (Beechey—Osterholm [2007], Dossche—Everaert
[2005]) és egyvaltozos modellkeretben (Darvas—Varga [2010]) is megkisérelték
Kalman-sziirdvel. Darvas és Simon [2002] a potencialis kibocsatasra irt fel ujszerii al-
lapot-tér modellt.

2. A rugalmas legkisebb négyzetek modszere
és kapcsolata a Kalman-sziirovel

Felejtsiik el egy pillanatra az iddben valtozo egyiitthatovektort, és idézzik fel a
kozonséges legkisebb négyzetek modszerét! Az OLS-egylitthatok becsldeljarasahoz
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tobb kiindulasi feltevésbodl (mint példaul a momentumok modszerébdl) is eljutha-
tunk, a legtobbszor emlegetett négyzetes kozelités azonban nem mads, mint a kovet-
kezbéképpen definialt koltség- vagy veszteségfiiggvény felirasa:

(v, —B'x,) . /14/

M=~

C(p)=

t=1

Ezt a célfliggvényt tigy is atfogalmazhatjuk, hogy feltevésiink szerint a fiiggé val-
tozo valos és illesztett értéke kozotti eltérés ,,kdzel nulla” kell legyen, amit jel6léssel
akar igy is irhatunk:

v, —B'x, =0. /15/

Kalaba és Tesfatsion ([1988], [1989], [1990a]) éppen ezzel a formalizmussal je-
lezte azt, hogy a kifejezés bal oldalat négyzetes értelemben minimalizalja, viszont az
altalunk mar jol ismert ,,véletlen eltérésvaltozd” fogalmat egyaltalan nem kivanta be-
vezetni, az ugyanis eloszlasi feltevésekkel jart volna. Az OLS-r6l jol tudjuk, hogy
mivel ott a megoldast ortogonalitasi feltételek adjak, annyit mindenképp fel kell ten-
niink, hogy az a bizonyos eltérésvaltozé nulla varhato értékii, valamint 1étezik a sz6-
rasa. Ezen felill viszont nem kell konkrét eloszlast specifikalnunk neki, a pontbecslés
jO tulajdonsagait ez gyakorlatilag nem érinti.

A szerzoparos tehat elutasitotta a konkrét eloszlasi (példaul normalitasi) feltevé-
seket,” és a kozonséges legkisebb négyzetek modszerét (leas squares method — LSM)
a bemutatottak szellemében terjesztette ki idében valtozo egyiitthatovektorra. A /15/
illeszkedési feltevésben az egyiitthatok idofiiggését bevezetve kapta az un. regresszi-
0s (meSgﬁgyelési) priort, mig P, dinamikajara simito feltevést tett, dinamikus prior
néven:

v, —Bix, =0, 16/

B, — B, ~0. N7/

Vegyiik észre, hogy e két egyenlet valojaban nem maés, mint a Kalman-sziir6 al-
lapot-tér modelljének 11j formalizmussal megadott felirasa! A feltevések értelmében a

2 Barmennyire is elutasitottak, a szerz6knek az FLS esetében is sziikségiik volt a kétféle eltérésvaltozo nul-
la varhato értékének, valamint véges szorasanak feltételezésére, hiszen ugyanolyan négyzetes optimumot al-
kalmaztak, mint ahogyan az OLS teszi. Ebben az értelemben hivhatnank az FLS-t ,,modositott momentumok
modszerének” is.

3 A prior kifejezés az FLS szerzdinek értelmezésében elézetes feltevést jelent, nincs koze a bayesi statiszti-
kaban hasznalt prior eloszlashoz.
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kozonséges négyzetes koltségfiiggvény is teljesen logikusan modosul, a két priornak
megfeleld négyzetes koltségosszegeket egy elére megvalasztott pL >0 skalar stulypa-
raméterrel 6sszesulyozzuk:

M~

-1 ’
C(B’ M) = (J/t - ﬁ;xt )2 + MZ([}HI _Bt) (BH] _BI) 18/

t

Kalaba és Tesfatsion a kifejezés elsd tagjat mérési koltségnek (measurement
cost), a masodikat pedig dinamikus koltségnek (dynamic cost) keresztelte. A szerzok
értelmezésében tehat az FLS-feladat nem mas, mint egy tobbszempontu dinamikus
optimalizacio, ahol a felhasznalo a sulyparaméter segitségével adja meg preferenciait
a mérési és dinamikus koltségfiiggvény-komponenssel kapcsolatban. Optimalis 3,
sorozat esetén csak ugy tudunk barmely koltségdsszetevon javitani, ha a masikon
kozben rontunk — mindez egy Pareto-értelemben vett hatékonysagi korlatot (residual
efficiency frontier) eredményez a két hibakomponens szerint, melyet akar abrazolha-
tunk is a sikban.

Figyeljiik meg, hogy a paraméter széls6séges értékeire két jol ismert specialis
esetet kapunk vissza! Ugyanis p =0 esetén teljesen eltiinik a dinamikus koltség, az-
az a f3, sorozat szabadon valtozhat idében, mikdzben a megfigyelések eltérésnégyze-
teit minimalizaljuk: ekkor nyilvan olyan eredményt kapunk, ahol az illesztett y, ér-
tekek megegyeznek a megfigyelésekkel, viszont az allapotok ennek megfeleléen 6sz-
szevissza ugralnak az idében. Masik szélséségként p — oo, ekkor az egylitthatovek-
tor barmilyen iddbeli valtozasat végteleniil biintetjiik, igy az idében allando lesz; a
marginalisan, de megjelend elsé tag pedig biztositja, hogy ez esetben az OLS-
megoldashoz érkezziink.

Az FLS-feladat megoldasat vazolva, kezdetnek azt kell észrevenniink a koltség-
figgvényben, hogy lehetdvé tesz egy ¢=1-bél induldé dinamikus optimalizalast.
Ugyanis, ha ¢(B,,p)-vel jeldljiik az n—1 idépontbeli optimalis koltségértéket B, -re
kondicionalva, a kdvetkez6 rekurziv 6sszefiiggést irhatjuk fel:

C(BHPM) :igf (y, _B;xt )2 +M(Bz+l -B, ), (Bt+l _Bt)+c([3ﬂ“') : /19/

Tovabba, ez az optimalis koltség a feltevések szerint négyzetes kell legyen az al-
lapotvaltozé aktualis értékében:

C(Bz s u) = B;St—IBt - 2B;St—1 + hiy- 120/

Ezt a format a /19/ egyenletbe visszahelyettesitve és a derivalast elvégezve linea-
ris Osszefliggés adodik az allapotvektor 7. és #+1. becslései kdzott — akarcsak a

Statisztikai Szemle, 89. évfolyam 7-8. szdm



822 Varga Balazs

Kalman-sziiré /8/ egyenletében. Az FLS-filter végiil a kdvetkez6 harom egyenlettel
irhato le. Els6ként maga az allapotbecslés:

-l
Bt‘t =(S+xx) (s +xy,), 721/
ezutan pedig az S, matrix és s, vektor rekurzidinak dsszefliggése:
L ’
S, =S+, +xx) (S +xx), 122/
-l
s, = M(SH +ul, +x,xt) (5,0 +x,). 123/

Ezekben az egyenletekben 7, a px p egységmatrixot jel6li, valamint természetesen

kiinduldsul meg kell adnunk az S, és s, kezd6értékeket. E matrixoknak sajnos nem

olyan konnyti értelmet talalni, igy a kezd6érték megadasa esetlegessé valhat, a szer-
z0k egyenesen kinullazzak 6ket. A simit6 eljarashoz — melyet most nem részleteziink

—ugyanezen kezddértékek kellenek, S, és s, gorgetése is elorefele zajlik, csak a Bt‘t

becsléseket szarmaztatjuk visszafelé az idoben.

A Kalman-szlir6hoz valé elképeszté hasonldésag — azonos allapot-tér modell, négy-
zetes optimumok — nem csak az Olvasonak lehet feltind. A folyoirat hasabjain, ahol
korabban az eredeti FLS-cikkek is megjelentek, mar 1990-ben vita bontakozott ki a
mddszer 4j voltardl. Tucci [1990] kdnnyen bebizonyitotta, hogy a Kalman-sziird elosz-
lasi feltevéseit az FLS-ben megtéve a két modszer mar teljesen azonos, a még ugyan-
abban a lapban megjelend valasz (Kalaba—Tesfatsion [1990b]) tovabbra is a
tobbszempontusagi és eloszlas-fliggetlenségi érveket hozta fel. A tamado érve pedig
nem volt erdtlen, de utélag mar tudhatjuk, a ,,gond” nem az FLS, hanem a Kalman-
sziir6 oldalan volt: épp ez utdbbi az, amely tokéletesen miikddik eloszlasi feltevések
nélkiil is (ahogyan kordbban mar utaltunk ra, de ezt akkoriban még nem feltételezték).

A két modszer kozotti megfelelés tovabbi részleteihez lassunk egy tételt, amelyet
a Kalman-sziiré eloszlasi feltevéses valtozataban mar 1970-ben (!) bebizonyitottak
(Jazwinski [1970]), Montana, Triantafyllopoulos és Tsagaris [2009] pedig kés6bb
belatta, hogy az igazolas eloszlasi feltevések nélkiil is lehetséges. Az allitas szerint a
Kalman-szlir6 optimalizalé algoritmusa ekvivalens a kovetkezd kifejezés
BiB,,...,Br szerinti minimalizalasaval:

T T-1

(y, - B;xz )2 + Z(Btﬂ - Bt ), Vu:l (Bt+l _ﬁt) 124/

t=1 t=
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Lathatjuk, hogy ez teljesen azonos az FLS /18/ koltségfiiggvényével, ahol a suly-
paraméter és az allapotvektor (egyébként diagonalis) kovarianciamatrixa kozott
fennall a

Vo=uI, 125/

Osszefiiggés. Ezek szerint a p sulyparaméter segitségével a becsiilt allapotvektor-
sorozat megvaltozasanak variancidjat direkt modon allitjuk be. Jol latszik tehat, mi-
ben kiilonbozik az FLS: mig ugyanezt a Kalman-sziironél a teljes — bar diagonalis —
v, formajaban tessziik meg, itt egyetlen szam all rendelkezésre a teljes p tagu vari-
ancia leirasara.

Osszefoglalva tehit, az FLS annyiban korlatozobb a Kalman-sziirénél, hogy az
Osszes allapotvaltozd valtozasi varianciajat az egyetlen stlyparaméterbdl eredezteti,
igy azok mind egyenldk lesznek. Ezen kiviil a két modszer megegyezik egymassal,
egyforman jol mikddnek konkrét eloszlasi feltevések nélkiil is, az elsé és masodren-
dii momentumokat azonban explicit vagy implicit moédon, de meg kell adjuk. Mind-
ezt az ML-mddszerrel annyiban kiegészithetjiik, hogy a paramétereket — igy akar
p-t is — meg tudjuk becsiilni az eloszlasbeli feltevések meglépése utan.

A kérdés mindezek utan kettds: egyrészt, az FLS hasznalata vajon egyszertibbé
teszi-e a becslést; masrészt pedig, a paraméterkorlatozasa elfogadhatd-e a gyakorlat-
ban? Az elsé kérdésre részleges valaszt ismét Montana, Triantafyllopoulos és
Tsagaris [2009] tanulmanya ad: megmutatja ugyanis, hogy eredetileg mindkét sz{ir6-
eljaras hasznal matrixinverzidt, ami viszont matrixszorzasokkal {igyesen kikiiszobol-
hetd, ezzel jelent6sen gyorsitva az algoritmusokat. A cikk bizonyitasaibol némi sza-
molassal az is adodik, ahogyan az FLS S, és s, kezddértékei szarmaztathatok a

Kalman-sziir6 megfeleld Buo és B kiindul6 becsléseibdl, igy egyszeriiség és hasz-

nalhat6sag tekintetében gyakorlatilag mindegy melyik modszert hasznaljuk. A para-
méterrestrikcid elfogadhatdsdga mar nehezebb kérdés, erre a szimulacids részben
igyeksziink valaszt adni.

Az FLS szakirodalma a kozgazdasagtanban joval konnyebben attekinthet6 hire-
sebb tarsaénal, hiszen sokszorta kevesebb elemzés készilt a hasznalatdval.* A mar
tobbszor emlitett kezdeti bemutatkoz6 sorozat és vita (Kalaba—Tesfatsion [1988],
[1989], [1990a], [1990b]; Tucci [1990]) idején Tesfatsion és Veitch [1990] alkalma-
zésban illusztraltdk az FLS képességeit. A szerzok amerikai adatokra vizsgaltdk a
Goldfeld-féle pénzkeresleti modellt, amely a pénzkeresletet a sajat késleltetettje és
egyéb exogén valtozok segitségével modellezi. A becsiilt egyiitthatokban idébeli val-

4 Leigh Tesfatsion, az FLS egyik sziil6atyja kitiin irodalom- és programgyiijteményt hozott létre ,,az FLS
honlapjan”: http://www2.econ.iastate.edu/tesfatsi/flshome.htm
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tozast mutattak ki, rdadasul az AR(1) egyiitthato értéke joval alacsonyabban ingado-
zott a szokasos OLS-becslésnél, ez a szerzok szerint alatdmasztast szolgaltatott a
pénzkeresletet korabban dvezd egységgyok-hipotézis megdontéséhez.

Liitkepohl és Herwartz [1996] nagyon jol hasznalhato mdodon altalanositottak to-
vabb az FLS-modszert. A minimalizaland6 /18/ célfiiggvénybe tovabbi, szezonalis
dinamikus Osszegeket vettek fel, mindemellett 6k is észrevették az FLS ,,implicit”
varianciarestrikciojat, igy minden dinamikus tagba, a /24/-hez hasonldan, elére meg-
adott diagonalis matrixokat tettek. A modszerrel német szezonalis makroidésorokon
értek el eredményeket.

A kétezres években Kalaba és Tesfatsion eredeti munkait olvasva tdbben fedezték
fel a modellt, valamint 6sszehasonlitottak a Kalman-sziirével, annak ellenére, hogy a
kapcsolat mar korabban is egyértelmi volt. Kladroba [2005], valamint Darvas és
Varga [2010] szimulacios vizsgalatokat folytatott, ahol mindketten belattak, hogy az
FLS még a Kalman-sziir6nél alkalmazott ML-becslés ellenére is jobb lehet, ez azon-
ban nem egyértelmii. Jogos a kérdés, hogy a szimuldcidoban miért nem lett teljesen
ugyanaz a két modszer eredménye. A valasz a részletekben rejlik: a tényleges azo-
nossaghoz el kell hagyni az ML-t, tovabba minden kezdéértéket és paramétert meg-
felelore kell allitani. Az FLS-sz{ir6 tulajdonsagait Morana [2009] is vizsgalja, aki,
bar leirja a megfelelést, az eloszlasi feltevésekben kiilonbséget 1at. A teljes és részle-
tes bizonyitast végiil a mar sokat hivatkozott Montana—Triantafyllopoulos—Tsagaris
[2009] cikkben talaljuk, ahol a szerzék egy valos ideji pénziigyi alkalmazast is be-
mutatnak. Egzotikus alkalmazasként még megemlithetjiik Wood [2000] munkéjat,
aki az elnoki népszeriiséget modellezi FLS segitségével.

3. Markov rezsimvalto modellek

Ebben a részben réviden bemutatjuk az MSW-t, 6sszefliggésben az idében valto-
z6 egyiitthatoju regresszioval. Természetesen, akarcsak az allapot-tér modell, ez is
felirhat6 joval altalanosabban, itt azonban az el6z6 részhez hasonléan ragaszkodunk
a linedris regresszios kerethez.

Kiindulasul be kell vezetniink az /2/ linearis regresszio 3, egyiitthatovektoranak
véges sok lehetséges értéket. Rogzitslink ilyenbdl N darabot, amelyek mindegyike
legalabb egy skalar elemében kiilonbozik a tobbitdl, ezeket felsé indexszel fogjuk je-
161ni:

Belp.p....8"}. 26/
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Mivel ezek az egyiitthatovektor-értékek kdlcsonos megfeleltetésben allnak a mo-
dell N darab allapotaval, azokra nem vezetiink be kiilon jelolést. Azt feltételezziik,
hogy az allapotok Markov-lancot kdvetnek, azaz definicié szerint azok eldrejelzésé-
hez a folyamat torténete nem relevans, kizarolag az utolsé idépontbeli allapot, for-
malisan

P(p, =P’

B =B')=P(B =P’

Bra=B'Bo=B )= py 27/

Mindennek megfelel6en az allapotok kozotti valtasokat két dimenzidban le tudjuk
irni, az Gn. atmenet- (vagy tranzicios) matrix segitségével. A Il atmenetmatrix
N x N méreti, és i. oszlopanak j. eleme megadja, hogy ha az el6z6 id6szaki allapo-
tot a B’ egyiitthatovektor jellemezte, és mekkora annak a valosziniisége, hogy a ko-
vetkezd allapotot éppen B’ fogja:

P " P }
m=| : . ,aholpji=P(B,=Bf

Pnt 0 Pwwv

Bi=B). 128/

Mivel az allapotok halmaza zart, azaz barmelyikbdl csakis az N allapot valame-
lyikébe juthatunk (6nmagat beleértve), konnyi latni, hogy az atmenetmatrix oszlopa-
inak 0sszege éppen egységnyi.

Gondoljunk az el6z6 részre: jol lathatd az allapotdinamikat leird atmenetmatrix
analogidja az allapotegyenlettel, hiszen mindkettd a szdmunkra nem megfigyelt
egyiitthatovektor id6beli alakulasat adja meg. Vajon mivel irjuk le a megfigyelési
egyenlet megfeleldjét? Olyan leképezés sziikséges szamunkra, amely a megfigyelése-
ket az allapotok fiiggvényében adja meg, hiszen ez lesz szdmunkra a kulcs az allapotok
identifikalasaban az adott megfigyelés ismeretében. Az emisszids matrix vald erre a
célra: minden allapotban megadja az egyes kimenetek valosziniiségét (természetesen
diszkrét véges szamu kimenet esetében). Modelliinkben azonban folytonos kimenetek
vannak, ennek megfelelden az m, emisszios vektort definialjuk, amely az allapot fiigg-
vényében megadja a t. id6szaki megfigyelés feltételes silirliségfliggvényét:

p(yt|l3[ = Bl)
n, = : 129/

N
p (y I|Bt =B )
> A szakirodalom nagyrészt éppen az altalunk hasznalt matrix transzponaltjat alkalmazza. Ekkor az dsszes
tobbi vektor (emissziok, becslések) sorvektorra kell valjon, a I1-vel vald szorzasok sorrendjét pedig meg kell

cserélni, ezen feliil minden igaz lesz, amit itt irunk. A két feliras teljesen ekvivalens egymassal, mi az oszlop-
vektorokat ez esetben kényelmesebbnek tartjuk.
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Vegylik észre, hogy az emisszids vektor megadasanal valik az eloszlasi feltevések
bevezetése elkeriilhetetlenné, hiszen a feltételes stirtiségfiiggvényeket meg kell ad-
nunk, még ha paraméterezve is. Igy példaul, ha linearis regresszionk hibatagjat nor-
mélisnak vessziik ¢ szorassal, akkor y, stirlisége a B egyiitthatovektort tartalmazo
allapotot feltételezve nem mas, mint

p(8, =Bi)=é¢[y’TM], 30/

ahol ¢(.) a standard normalis eloszlas siirfiségfiiggvényét jeldli. Ezzel a modelliink-
nek megadtuk a ,,megfigyelési egyenletét” is, készen vagyunk a felépitéssel.

Ami most kovetkezik, az a rendszer predikcio-korrekcié algoritmusa, az analogia
alapjan akar ,,Markov-sziirének” is nevezhetnénk. A kialakulé becsléseink azonban
ezattal nem kozvetlenill az egyiitthatovektor értékére vonatkoznak — hiszen azokat
kiilon-kiilon ismerjiik —, hanem az egyes egyiitthatovektorokkal jellemzett allapotok
valoszinliség-eloszlasara. Ezt az eloszlast &-vel fogjuk jeldlni, és az als6 indexében a
korabbiakhoz hasonloan megmutatjuk, hogy melyik id6szakban késziilt, illetve me-

lyik idészakra vonatkozik. Igy példaul a &, valésziniiségeloszlas-vektor nem mas,

e

mint

i = 3 ; 31/
P(Bz =BN yz)

természetesen a vektor oszlopdsszege egységnyi. Ebb6l mar konnyedén megkaphat-
juk magéara az egyiitthatovektorra vonatkozo 3, becslésiinket, hiszen az egyes valo-

it

szinliség-értékekkel kell stilyozni magukat a lehetséges egyiitthatovektorokat:

P, =)
By :E(Bt|yt):[Bl BN] : =Bg,,, 132/
P(Bz =BN yz)

ahol B a lehetséges B’ oszlopvektorokbol képzett pxn méretii matrix.
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A rendszer predikcidja itt is az allapotdinamikdbdl — azaz dtmenetmatrixbol —

adodik és a Kalman-sz{ir6hoz hasonldan igen egyszerii. Ha ugyanis megvan a E—’t—l‘t—l

korrigalt becslésiink, azaz a ¢ —1. iddszaki allapotok valdszinliség-eloszlasa (illetve
az Osszes megfigyelés eddig az idOpontig), azt ugy tudjuk eggyel elére gorgetni,
hogy megszorozzuk magaval az &tmenetmatrixszal:

at‘t—l = Hiz—l\z—l : 33/

E matrixegyenlet egy sordnak kifejtése igazolja az allitast, amely magukbol a de-
finiciokbdl adja magat. Ezutan szokas szerint feltessziik, hogy beérkezik a t. idészaki
megfigyelés, amibdl az elébbiek szerint ki tudjuk szdmolni az n, emissziés vektort,
majd a hidnyz6 becslésre felirjuk Bayes tételét:

/34/

)- P(x[B. =) P(B. =B.)

P(B, =By 200

Lassuk, mit takar az egyenlet jobb oldala! A szamlalo els6 tényezdje az emisszios

vektor i. eleme, a masodik tag pedig €pp az imént kiszamolt él‘H becslés i. eleme

(ne felejtsiik el, hogy az egész egyenletet kondicionaljuk a ¢ —1. iddszakra). A neve-
z0 nem mads, mint az y, megfigyelés feltételes likelihood fiiggvénye, amit kénnyen
megkaphatunk, ha minden i-re 6sszeadjuk a szdmlalokat:

P(5)= 3 P(vl8, =B )P(B =B )=T(n 0%, ). 35
i=1

A masodik egyenldség mindezt roviditett formaban mutatja, az 1j operator (@)
az elemenkénti szorzast jeloli. A /34/ egyenlet tehat éppen a keresett becslést adja,
amelyet zarasként atirunk vektoridlis formaba:

N ©) &-’t‘tfl N OH&-’t—l‘t—l

(t‘t) B 1/(T]z O] E.’t‘t—l) ) 1,<1”I, © ng—l\t—l) ' /36/

A képlet eredménye még csak valoszinliség-eloszlas, viszont az ismert lehetséges
allapotok B matrixaval val6 /32/ 6sszesulyozassal konnyen megkapjuk az aktualis al-
lapot varhato értékét. Ezzel az egyszer(i szlirbalgoritmussal tehat a paraméterek is-
meretében becslést adhatunk az ismeretlen egyiitthatovektor sorozatira, mikdzben —
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mintegy melléktermékként — az egyes megfigyelések likelihoodértékeit is kiszdmol-
juk. Nem kétséges tehat, a Kalman-szlir6h6z hasonldan itt is hasznalhatjuk az ML-
moédszert barmelyik paraméter megbecslésére, gyakorlatilag az egyetlen amit nekiink
kell megadni, az maga a modellstruktira (példaul, hogy éppen N darab allapot van
vagy az eloszlasok milyenségét stb.). Raadasul, itt is lehetséges simitott értékek sza-
mitasa, melyet az korabbiakhoz hasonldéan nem részleteziink, az megtalalhatdé a mar
emlitett Hamilton [1994] konyvben.

fgy az allapot-tér rendszerekkel szemben a MSW-ben a linearis regresszionk
egyiitthatovektora csak véges sok értéket vehet fel, és feltétleniil sziikséges eloszlasi
feltevésekkel élniink; még akkor is, ha nem alkalmazunk ML-eljarast, cserébe a rugal-
massaga oriasi. Ezért altalaban olyan alkalmazasokban hasznaljuk, ahol relative kevés,
elmélet szempontjabol is jol megkiilonboztethetd rezsim van, amelyek idében feltehe-
téleg valtogatjak egymast. JO példat szolgéltatnak erre a részvénypiacok, ahol id6ben
valtjak egymast az optimizmus és panik iddszakai: elobbiben jellemzden felfele halad-
nak az érak, a bedrazott volatilitds folyamatosan csokken és az egyedi részvények ko-
zotti korrelaciok alacsonyak, mig az utobbiban altalaban aresés, a volatilitds robbands-
szerli emelkedése és megugro korrelaciok tapasztalhatok.

Bar Hamilton [1989] eredeti cikke az iizleti ciklusokrol szolt, a modell pénziigyi
alkalmazasai gyorsan elterjedtek, klasszikus példat ad erre Norden és Schaller
[1997], de érdemes Dueker [1997, 2007] munkassagat is végigkovetni, aki az esz-
kézhozamokat rengeteg Markov-féle specifikacidval modellezi. Hamilton és Susmel
[1994] tanulmanyéanak kdszonhetden az ARCH-tipusi modelleket is elérte a rezsim-
valtasok feltevése, ugyanezzel idehaza Darvas [2001] foglalkozott: 6 a forintkamat-
labra illesztett ,,switching”, azaz rezsimvalt6 ARCH- (SWARCH-) modellt.

4. Szimulacios vizsgalat

Ebben a részben egy egyszerii szimulaciot mutatunk be, ahol kiilonb6z6 kornye-
zetekben lathatjuk az eljarasainkat miikddés kozben, valamint 6sszemérhetjitk azok
képességeit. Az ML-paraméterbecsléssel kiegészitett Kalman- és Markov-modellek
mellé bevessziik az FLS-t is, hogy eldontsiik, milyen kdvetkezményekkel jar a ko-
rabban mar koriiljart varianciakorlatozas, illetve hogy megvizsgaljuk, mennyivel
romlik a becslésiink, ha a p stulyparamétert rosszul allitjuk be. ,,Kontrolleljarasnak”
végiil bevessziik az OLS-modszert, és mind a négy esetben a szlir6- és simitdeljaras
eredményét is elkészitjiik.

Célunk megvizsgalni azt, hogy kiilonb6z6 valés B, sorozatok esetén hogyan
becsli azokat vissza a mddszerek sziird- €s simit6d algoritmusa. Ezért egy olyan reg-
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ressziot szimulalunk, ahol a szdmunkra fontos 3, egyiitthatora 6t kiilonb6z6 felte-
véssel éliink, mikozben egy masik, y, zavaro egylitthatot is bevesziink az egyenlet-
be, amely azonban minden kisérletnél ugyanaz: egy nulla atlagii autoregressziv fo-
lyamat. Osszességében tehat a kovetkezd modellt szimulaljuk:

yt = thlt +Y1x2t + N(anazs) 5 /37/
Y, =0,25y,, +N(0§0905),

x, ~ N(1,0,25) ésx,, ~ N(1;0,25).

Az els6 egyenlet adja magat a regressziot, a kdvetkezé a masodik egytitthato 1d6-
beli viselkedését irja le, végiil a harmadik sorban lathatjuk, hogy az x, és x,,
regresszorok azonos normalis eloszlasbol keriilnek ki. A képletekben jelzett Osszes
véletlen valtozd fiiggetlen egymastdl, az eloszlasoknal pedig a varhato értékeket és
szorasokat tiintettiik fel. Végiil a 3,-re vonatkozo 6t feltevés a kovetkezo:

— konstans egyiitthatd,

— diszkrét torés az egyiitthatdban,

— linedris trend az egyiitthatoban,

— szinuszoid mozgas az egyiitthatoban,

— az egylitthat6 egységgyok-folyamatot kdvet.

A visszabecsléseket mindegyik modszernél a helyes specifikacioval végezziik (te-
hat kétvaltozos egyenletet tesziink fel). Az OLS-szlir6 esetiinkben olyan becslés, amely
minden iddpontban az aktudlisan rendelkezésre all6 mintabdl szamolja az egyiitthato-
kat a kozonséges legkisebb négyzetek modszere segitségével,’ az OLS-simité pedig
ennek megfelelden nem mas, mint a teljes mintdn szamolt konstans egyiitthatoju becs-
lés. A Kalman-sziironél az /5/ egyenlet értelmében az allapotokat egységgyok-
folyamatként kezeljiik és a szlir6t B, =0,5-r6l inditjuk, amely egy ,.semleges” felte-
vés, mivel ez az egylitthat6 id6beli atlaga az elsé négy feltevésnél és ebbdl a kezdoér-
tékbol indul a véletlen bolyongés az 6todik esetben. Az FLS-nél a kezddértékeket a
Kalman-sziirdvel azonosnak allitjuk be, a p sulyparaméter tekintetében pedig harom-
féleképpen jarunk el, innét lesz majd a harom FLS-becslésiink. Els6ként, az ismert 3,
differencia szorasanak ismeretében optimalis p-t szamolunk,” majd — megvizsgalando
p félrespecifikalasanak hatasat — vessziik ennek egytizedét, valamint tizszeresét. Az
optimalis p valos egyiitthatokbol torténo szamitasa illetéktelen elonyt jelenthet az FLS

¢ A rogzitett kezdépontbol induld OLS specialis esete az un. rekurziv legkisebb négyzetek modszerének
(recursive least squares — RLS), ahol megengedett az egyes megfigyelések stlyozasa (példaul exponencialisan
csokkend sulyozas az idében hatrafelé haladva).

7 A konstans, illetve linedrisan véltozéd egyiitthatos esetnél ez a modszer végtelen nagy sulyparamétert
eredményez, ezért itt korabbi tapasztalatok alapjan 10°-ban hatdrozzuk meg az optimalis p-t.

Statisztikai Szemle, 89. évfolyam 7-8. szdm



830 Varga Balazs

szamara, hiszen a tobbi mddszer maga becsli a paramétereket, ez azonban varhatéan
joval kisebb elényt ad, mint amekkora az egyiitthatd-sorozatok kiillonb6z6 szorasabol
adodo hatrany. A Markov-modellnél végiil két rezsimet feltételeziink, amelyekben
mindkét egyiitthatd mas-mas értéket vehet fel. Bar elég lett volna a szdmunkra fontos
egyiitthatd rezsimenkénti valtozasanak megengedése, a modell szabadsagat az ,,igazsa-
gossag” érdekében minél kozelebb akartuk hozni a Kalman-sziir6éhez. A kezdé vald-
szinliségeket itt 50-50 szdzalékra allitjuk a két rezsimben.

Azonos egyiitthato-sorozat mellett a szimulacidt és visszabecslést ezerszer meg-
ismételtiik a kétszaz megfigyelés hosszusagu adatsorokon, hogy az esetlegességet ki-
szlrjiik; igy tulajdonképpen egy Monte-Carlo-szimulaciot végeztiink. A becsiilt so-
rozatok atlagat, valamint 5. és 95. percentilisét véve konfidenciaintervallumot készi-
tiink, amelyeket — a valos folyamattal egyiitt — az 1. a)-5. a) dbrdkon mutatunk be.
Parhuzamosan, az 1. b)-5. b) abrakon egy-egy véletlenszerlien kivalasztott esettel il-
lusztraljuk tovabb a becslést. Az dbrainkon a 3-3 FLS-szlirt és -simitott becslést az
olvashatdsag megtartasa végett kihagyjuk — ezek a becslések jellegiikben nem térnek
el a Kalman-sziir6 becsléseitdl, csupan kiilonboz6é valtozékonysaggal birnak. Hason-
l6an elhagyjuk az OLS-simitott becsléseket is — értelemszeriien, hiszen azok idében
allandok és leolvashatok az dbrakrol, mint az OLS-sziirt sorozatok utolso értékei.

A szimulalt egyiitthatok differencidjanak szorasai és a visszabecslések atlagos RMSE-értékei*

(szazalék)
Feltevés [3,-re
Eljaras
Konstans Diszkrét ugras Linearis trend Szinuszoid Egységgyok
Ay, szorasa 6,0 6,4 6,1 7,2 5,9
AB, szorasa 0,0 2,8 0,0 0,7 4,8
FLS-sziiré u,,!,,/lo 7,3 16,3 11,0 12,1 20,8
FLS-simito uuw/lo 5,8 12,0 8,2 9,0 15,4
FLS-sziiré Kot 2,9 11,7 13,6 15,4 13,8
FLS-simito p,, 2,7 9,2 10,3 13,2 11,1
FLS-szfiré p,, x10 1,2 13,3 18,1 19,6 14,7
FLS-simit6 p,, x10 1,1 11,2 16,0 18,4 13,7
Kalman-sziirg 3,6 9,9 9,0 9,5 12,5
Kalman-simito 3,1 8,0 7,3 6,7 10,3
Markov-sziirg 8,0 8,3 13,0 12,3 14,0
Markov-simitod 8,4 7,1 13,1 12,1 13,5
OLS-sziir6 43,0 64,4 102,3 53,4 42,5
OLS-simito 43 21,1 21,3 22,2 18,5

* A B, egyiitthatora vonatkozo ot feltevés, négyféle becsloeljaras sziirt és simitott valtozata.
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Azért, hogy szamszerlien is attekintést nyerjiink az egyes modszerek eldnyeirdl és
hatranyair6l, a tdblazatban a valos és becsiilt sorozatok kdzotti atlagos négyzetes hiba
(root mean squared error — RMSE) értékeit is kozoljiik, valamint feltlintetjiik a szi-
mulalt egylitthato-sorozatok differencidinak szérasait is, ami az FLS szempontjabol
fontos.

A kovetkezokben bemutatjuk az 6t feltevést az egyiitthatovektor alakulasara vo-
natkozoan, €s kiilon-kiilon megvizsgaljuk a kapott eredményeket.

— Konstans egyiitthato. A B, értékét végig 0,5-6n tartjuk, ez egy-
fajta kontroll kisérlet. Az 1. a) abran latjuk, hogy a varhaté érték tekin-
tetében minden eljaras sikerrel vette ezt az alapakadalyt, a bizonyta-
lansag szempontjabol viszont egyrészt a ,hazai palyan jatszo” OLS
oriasi intervallumrdl csokken le, masrészt pedig, a két Markov-
algoritmus joval nagyobb — bar végig konstans — bizonytalansagot
produkal a Kalman-algoritmusoknal. Vajon miért? Az elsé kérdés
megvalaszolasanal azt kell észrevenniink, hogy induldskor az OLS-
sziird semmiféle segitséget nem kap az ismeretlen egyiitthatd értéké-
r6l, ellentétben a tobbi modszerrel. Ezért kezdetben a kis
mintaelemszam miatt nagy a szoérdsa, ami aztan exponencialisan csok-
ken — kelléen sok megfigyelés esetén viszont a tobbi modszer szorasa
ala is keriilhet.

1. abra. OLS-, Kalman- és Markov-becslések, idoben konstans egyiitthato, f, = 0,5

a) b)
Lo 1O
0,9} b 1 0,9
08f 0,8 t
0,7 0,7 ,;
0,6 0,6T‘

0.5 0.5

0.4 = 041 ! Valos egyiitthato 1
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Megjegyzés. A bal oldalon ezer realizacio6 atlagos becslése lathatd 5 és 95 szazalékos kvantilisekkel, a jobb
oldalon egyetlen realizacio becslései.

A masodik kérdésre a tulajdonképpen technikai valaszt az 1. b) ab-
ran talaljuk, ahol egyetlen kiragadott eset lathatd a szimulaciokbol: a
Markov-modell itt valojaban egy félrespecifikacioval szembesiil, hi-
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szen csak egyetlen B érték van a kettd helyett. Az ML-optimumban
viszont aligha garantalhatd, hogy a két becsiilt B egybeessen, vala-
mekkora kiilonbség mindig lesz k6zottiik a numerikus optimalizalas
nem tokéletes volta és az aktualis minta egyenetlenségei miatt. A szii-
r6- és simitoalgoritmus viszont ettdl ,,ugralni” fog, mert az aktualis za-
jok miatt hol az egyik, hol a masik becsiilt érték felé hajlik.

A Kalman-szlir6 €s -simitd kozott is latunk kiilonbséget, bar csak
az 1. b) abran. Ez nem az aktudlis eset specifikuma, hanem altalanos: a
szlird becslése mindig valtozékonyabb, hiszen csak a sajat multjabol
dolgozik, a simit6 — ahogy a neve is mutatja — a teljes kdrnyezetet fi-
gyelembe veszi (elére és hatrafelé is), igy ez esetben is helyesen elta-
lalja az egylitthat6 konstans voltat.

A szimulaci6 tanulsaga tehat, hogy a Markov-modell becslésének bi-
zonytalansaga megn6het, amikor hamisan tl sokféle allapotot feltétele-
ziink és a becsiilt rezsimek viszont tulzottan egybeesnek; ettdl eltekintve
az eljarasok jol képesek kdvetni a konstans értéket, ahogyan azt vartuk.

— Diszkrét torés az egyiitthatoban. Az értéke a minta felénél 0,3-rol
0,7-re valt. Ez az iddébeli viselkedés a leginkdbb Osszeegyeztethetd a
Markov-modell feltevéseivel, hiszen a két értéket két kiilonb6zd re-
zsimnek foghatjuk fel.

2. dbra. OLS-, Kalman- és Markov-becslések, diszkrét torés
az egyiitthatoban, p, = 0,3(t < 100) + 0,7(t > 100)

a) b)
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Megjegyzés. A bal oldalon ezer realizacioé atlagos becslése lathatd 5 és 95 szazalékos kvantilisekkel, a jobb
oldalon egyetlen realizacio becslései.

A 2. abran mindez gyonyoriien visszakdszon, a Kalman-algorit-
musok lathatéan rosszabbul alkalmazkodnak az ugrashoz, bar ezen ki-
viil a két modell standard hibaja kozel azonos. A sziir6k — érthetéen —
csak az ugras utan kezdenek alkalmazkodni, a simitok pedig atsimitjak
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az egyiitthaté valtozasat. Osszességében, diszkrét valtasnal a Markov-
modell gyorsabban reagal, de a Kalman-szlir6 is hasznalhatéan miiko-
dik. Az OLS az el6z6 esethez hasonldan nagy bizonytalansaggal kezd,
jol koveti a konstans 0,3-at, majd a valtas utan fokozatosan — nagyon
lassan alkalmazkodik. A simitott OLS-becslés pedig jol lathatéan a két
egylitthato-érték atlagat adja, ami nem meglepd, hiszen a torés épp a
felezd idOpontban kovetkezett be.

— Linedris trend az egyiitthatoban. Ertéke a mintdban folyamatosan
0,2-r61 0,9-re valtozik. A 3. abra tanusaga szerint az OLS képtelen ko-
vetni a valtozast, hiszen kiatlagolja a multbéli f3,-ket. A Kalman-
algoritmusok ellenben alacsony bizonytalansaggal pontosan képesek jo
becslést adni a linearis valtozasra. Figyeljiik meg a sziiré alkalmazko-
désat a kezdd 0,5-0s értékrdl. A simitd mar jobban kozeliti ezen a kez-
deti szakaszon is az egyiitthatot, de az indul6 becsléshez val6 ,,htzas”
itt is latszik.

3. abra. OLS-, Kalman- és Markov-becslések,
linearis trend az egyiitthatoban, f, = 0,2 + 0,7(t/200)

a) b)
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Megjegyzés. A bal oldalon ezer realizacioé atlagos becslése lathatd 5 és 95 szazalékos kvantilisekkel, a jobb
oldalon egyetlen realizacio becslései.

A Markov-modellek itt mar nehezebb helyzetben vannak, hiszen az
ML-modszer két rogzitett B allapotot tud csak kijeldlni. Ezek az 4lla-
potok logikusan jelolédnek ki a ndvekvo linedris szakasz elsé és har-
madik negyedéhez, a sziiré és simit6 pedig — nagyjabol kozépen — at-
valt a felsd rezsimre, ezt lathatjuk a 3. ) dbran. A masik panel szerint
ez az atvaltas eloszlik a minta kdzepén, igy az egyedi eset hibaja elle-
nére atlagosan jo becslést kapunk: egyrészt nagy standard hibaval,
masrészt pedig egyetlen becsléssel biztosan hibazni fogunk.
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Ezt az esetet 0sszefoglalva: a Markov-modell ,,IépcsOsen” becsiil
kiilonbozo rezsimeket a folytonos valtas helyett, és a valdszinliségek
tobbnyire ugy alakulnak, hogy a sulyozott varhaté érték nem folytono-
san, hanem hirtelen valt at egyik rezsimbdl a masikba. Linearis és eh-
hez hasonl6 folytonos valtozas esetén tehat érdemes a nagyon jo kove-
tési tulajdonsagokkal rendelkezé Kalman-szlir6t valasztani.

— Szinuszoid mozgds az egyiitthatoban. A 3, a mintaban egy teljes
periddusnyi szinusz hulldmot végez, melynek kozépértéke és amplit-
doja rendre 0,5 és 0,3. Ez az eset jellegében nagyon kozel all az el6z6-
hoz, hiszen itt sem véletlenck az egyiitthatd valtozasai. Ennek megfe-
leléen a megfigyelésiink is hasonlo: a Markov-modell legfeljebb atla-

gosan ad jo becslést, az OLS kiatlagol, a Kalman-sz{ir6 viszont helye-
sen kdveti az egyiitthatd mozgasat.

4. abra. OLS-, Kalman- és Markov-becslések,
szinuszoid mozgas az egyiitthatoban, 5, = 0,5 — 0,3 sin(2xt/200)
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Megjegyzés. A bal oldalon ezer realizacio atlagos becslése lathato 5 és 95 szazalékos kvantilisekkel, a jobb

oldalon egyetlen realizacio becslései.

Figyeljiik meg a 4. dbran (és akar az el6z0, linearis esetnél is), hogy a
Kalman-sziird varhatéan némi késéssel koveti csak a mozgast; ez egy 4l-
talanosan megfigyelhetd jelenség, amelynek az oka az, hogy az algorit-
mus egyre csokkend sullyal, de figyelembe veszi az elmilt megfigyelé-
seket. A simito természetesen mar nem esik ebbe a hibaba.

— Az egyiitthato egyseggyok folyamatot kovet, melynek kiindul6 ér-
téke 0,5. Ez az eset lathatéan a Kalman-sz{ird terepe, hiszen tokélete-
sen megegyezik annak a feltevéseivel, mig a masik oldalon elére latha-
td, hogy a Markov-modell vagy az OLS becslésének josaga itt esetle-
ges, nagyban fiigghet a folyamat mintabeli alakulasatol.
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5. dbra. OLS-, Kalman- és Markov-becslések,
egységgyok az egyiitthatoban, p, = p,.; +0,05¢, ahol &, ~ N(0,1)
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Megjegyzés. A bal oldalon ezer realizacio atlagos becslése lathatd 5 és 95 szazalékos kvantilisekkel, a jobb
oldalon egyetlen realizacio becslései.

Az 5. 4bran levo realizaciobodl az el6z6 két esethez hasonléra ko-
vetkeztethetiink: bar a Markov-modell szabadsaga joval kisebb, itt is
megfelelden valasztja ki a rezsimeket és valt kozottiik.

A szimulacio dsszefoglalasaul tekintsiink az atlagos négyzetes hibakat 6sszegzd
tablazatra! Els6ként szogezziik le, hogy az OLS-szlird produkalta a legrosszabb
eredményt, ami részben a tényleges alkalmatlansaganak, részben pedig a nagy kezde-
ti bizonytalansdganak koszonhetd. Az OLS-simit6 — azaz teljes mintas konstans
egylitthatos becslés — hibaszintjei viszont mar nem kirivoan rosszak: ezek egyfajta
etalont jelenthetnek, hiszen ezt tudjuk elémi az idében allandd, az egyiitthato-
sorozatot valojaban kiatlagolo becsléssel.

A Kalman- és Markov-modellek esetében megallapithatjuk, hogy azokban az ese-
tekben, ahol a feltevések megegyeznek az adott modell feltevéseivel, /. a simitdelja-
ras jobb eredményt produkal a sziirénél, 2. az adott modell jobban mikddik a masik-
nal. Az eléz6kben részletesen leirtuk, hogy melyik eset melyik modell feltételrend-
szerének kedvez jobban, és mindezek a tapasztalt hibakban is visszakdszonnek, ami
nem meglepd. Ahogyan az sem meglepd, hogy félrespecifikalas hianyaban az a jobb
eljaras, ami az adott pillanatban ,,jovébe 14t”, tehat ismeri az 0sszes adatpontot. Ne
feledkezziink el viszont arr6l sem, hogy valos idejii alkalmazasban csak a sziirt
eredmények allnak rendelkezésre!

Végezetiil vizsgaljuk meg az FLS-becsléseket! El6szor is, az optimalisnak szami-
tott p paraméter is lathatéan rosszabb eredményeket ad a Kalman-sziironél, amit a
zavard y, folyamat kiilonboz6 szorasa okoz, ezt jol 1athatjuk az utolso, egységgyok-
folyamatos esetben, ahol mind a szoérasbeli, mind az RMSE-beli kiilonbségek kicsik.
Az eltér6 szorasu egyiitthatd-sorozatok tehat némileg megzavarjak az FLS-mddszert.
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A sulyparaméter beallitasara valo robusztussagot vizsgalva pedig azt kapjuk, hogy az
eredmény p megvaltoztatasaval bar romlik, még mindig 0sszeegyeztethetd az OLS-
simit6 etalonjaval.

5. Osszefoglalis

Tanulmanyunkban az idében valtozd egyiitthatoju linearis regressziora felirt
Kalman-sziir6t, a rugalmas legkisebb négyzetek modszerét €s a Markov rezsimvaltos
modellt hoztuk kdzos keretbe és hasonlitottuk dket dssze elméletben és gyakorlatban.
A Kalman-sziiré olyan algoritmikus frissité eljaras az allapot-tér modell allapotval-
tozdjanak becslésére, amely négyzetes értelemben optimalis mind a megfigyelések,
mind az allapotvektor valddi értékektol vett eltérése szempontjabol. A rugalmas leg-
kisebb négyzetek modszere ugyanebben az allapot-tér keretben, ugyanugy az alla-
potvaltozo becslésére szolgal, a célfiiggvénye azonban a kozonséges legkisebb négy-
zetek modszerének egy logikus tovabbgondolasa: a ,,szokasos” eltérésnégyzetek mel-
lett egy dinamikus tagot is tartalmaz, amely az allapotvektor idébeli valtozasanak
varianciajat kontrolldlja. A célfiiggvény az OLS-hez hasonléan konkrét eloszlasi fel-
tevések nélkiil optimalizalhato, és az is igazolhatd, hogy néhany korlatozas figye-
lembevételével a Kalman-sziirdvel azonos eredményre jut.

A Markov rezsimvalté modell alapjaiban hasonl6 az allapot-térhez, a latens alla-
potvaltozd azonban itt diszkrét értékeket vehet fel, amelyeknek az egymasba vald
atmenete Markov-lancot alkot. A megfigyelések feltételes stiriségfiiggvényének is-
meretében adhatunk sziireljarast az allapotvektor becslésére, itt tehat nem keriilhet-
juk el az eloszlasi feltevéseket a megfigyelt valtozonkra vonatkozdan. Mind a
Kalman-, mind a Markov-sziir6t alkalmazhatjuk egyiitt a maximum likelihood mod-
szerrel, amely a modellek gyakorlatilag barmely paraméterét tudja becsiilni.

A tanulmany gyakorlati része regresszidkat szimulalt, majd becsiilt vissza a rogzi-
tett mintakezd6ponti OLS-, FLS-, Markov-modell és a Kalman-sziiré segitségével.
Az eredmények szerint egyrészt az idoben valtozo egyiitthatora vonatkoz6 feltevéstol
fliggben az a modell teljesitett jobban, amelynek a feltételei kozelebb allnak az
egylitthatééhoz, masrészt a simitoeljarasok jobb eredményt érnek el a szlirGeljara-
soknal. Ezek alapjan, ha a regresszio egylitthatojaban hirtelen ugrasokat feltétele-
zlink, érdemesebb a Markov-modellt hasznalnunk, mig ha folytonos valtozast, akkor
inkabb a Kalman-sziir6t vagy a rugalmas legkisebb négyzetek modszerét — bar be-
mutattuk, hogy a moddszer teljesitményét rontja a restrikcidjanak nem megfeleld
egylitthatok jelenléte. Emellett, amig nem valds idejti, ,,on-line” tipust becsléssel van
dolgunk, a sziirdeljarasok helyett érdemes simitokat alkalmaznunk.
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Summary

The study is a comprehensive introduction to the estimation methods of time-varying coeffi-
cient linear models. At first, the state space representation and the popular Kalman filter are re-
viewed, along with the very similar (and much less known) flexible least squares. The recently un-
covered subtle differences between the two models are discussed. Then the author shows the alter-
native Markov switching method which can also be used for estimation of TVC models. The quali-
ties of the two model families are illustrated with simulation experiments.
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