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A szerz a bayesi gondolkodas és kiemelten a
bayesi statisztikai kovetkeztetéselmélet fontosabb
pontjait mutatja be tanulmanyéaban. Bayes eredeti for-
mulajabol indul ki, majd ramutat arra, hogy ez miként
értelmezhetd altalanosabb keretekben, és elvezet az al-
talanos tudomanyos gondolkodas egyszerti modelljé-
hez. A kovetkeztetéselmélet targyalasakor kiemeli
azokat a pontokat, amelyek ¢éles valasztovonalat jelen-
tenek a bayesi és a klasszikus statisztika kozott, majd
sorra veszi a bayesi kovetkeztetéselmélet fontosabb
elemeit. Kiilonods hangsulyt kap a prior értelmezése és
konstrualasa, valamint a posteriorra ¢épiild, utdlagos
elemek, amelyek Osszekottetést biztositanak a klasszi-
kus és a bayesi eredmények kozott. A cikk réviden
érinti a hipotézisvizsgalat bayesi szemléletii megkdze-
litését, és utal az ezen elemzésekbdl kindtt, mara mar
nagyjelent6séglivé valt algoritmusokra is. A nagysza-
mu alkalmazasokbol kiemeli a gazdasagelemzés né-
hany magyar eredményét. Befejezésiil Gsszeveti a sta-
tisztika két lehetséges eszkoztarat, hangsulyozva, hogy
azok egymast erdsitd, nem pedig egymassal rivalizald
eredményekre is vezethetnek, ugyanakkor a vilag jobb
megismerése érdekében mindkét szemlélet alapos is-
meretére van a statisztikusoknak sziiksége. Ez egyben
az oktatas, a kutatds ezzel kapcsolatos feladatait is
korvonalazza.

TARGYSZO:
Bayes-féle becslés.

* A szerz6 ezhton fejezi ki kdszonetét a dolgozat két lektoranak, Kehl Ddnielnek és Varpalotai Viktornak

hasznos tanacsaikért.
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Amikor Thomas Bayes az 1700-as évek kozepén megirta hires miivét' az inverz
valoszintliségekrol, aligha gondolta, hogy a XX. és XXI. szazad tudomanyara kihato
alapokat rakott le. Nem gondolhatta mar azért sem, mert valojaban mindaz, amit ma
nevével jegyeznek, csak nyomaiban emlékeztet az eredeti bayesi gondolatokra. Kozis-
mert mondassal akar azt is mondhatnank, hogy Bayes majdnem ugy keriilt be az utobbi
fél évszazadnak szinte az egész tudomanyos gondolkodasat megrazo fejleményeibe,
mint Pilatus a Credoba. Ez persze legfeljebb az elnevezést, és Bayes érdemeit érintd
megjegyzés lehet, de a Iényeget — nevezetesen azt, hogy a XX. szazad elejéig kialakult,
statisztikan és valoszinliség-szamitason alapuld metodologia mellé felnétt egy 1j, azt
lényegileg tagadd alternativ mddszertan — nem befolyasolja. Mivel ez az iranyzat 0sz-
szefoglald néven Bayes-mddszertan, vagy a mi szakteriiletiink sziikebb értelmezésében
bayesi statisztika néven terjedt el, természetesen igy hasznaljuk a késobbiekben. A to-
vabbiakban megprobaljuk bemutatni azokat a jellegzetességit, gondolati alapjait, az
azokkal kapcsolatos vitakat, pro és kontra érveket, amelyek végigkdvették és kovetik
ma is ennek az egyre inkabb terjedd szemléletnek a torténetét és jelenét.

A tanulmany tovabbi szerkezete a kovetkezd: a bevezetés utdni elsd fejezetben a
Bayes-tétel eredeti formajat, néhany alkalmazésat és a mogottes gondolkodast vazol-
juk. A masodik részben azt mutatjuk meg, hogy a kdvetdk az 1) szemléletii modszer-
tan kialakitasakor milyen tovabbi értelmezéseket csatoltak az eredeti bayesi gondola-
tokhoz, és hogyan valt a bayesi elmélet mintegy altalanos tudomanyos modszertanna.
A harmadik fejezetben mar a statisztikara kivanunk kozeliteni: 1épésrdl 1épésre be-
mutatjuk a bayesi kovetkeztetéselmélet fontosabb elemeit, valamint a hozzdjuk kap-
csolddd gondolatokat. Ezt kovetden a bayesi modszerek gyakorlati megvaldsitasat és
lehetséges alkalmazasait ismertetjiik. A cikket a modszertan altalanos értékeléseként
is tekinthetd 6sszefoglaloval és néhany, a témaban relevans és hozzaférhetd szakiro-
dalmi hivatkozéssal zarjuk.

1. Bayes tétele és interpretacioja

Bayes eredeti gondolatait mai formalizalassal a legegyszeriibb esetben a kovetke-
z0kkel irhatjuk le: legyen A4 és B két egymastol nem fiiggetlen esemény, ekkor a fel-
tételes valosziniiségek definicidjabol kdnnyen adodik, hogy

! A miivet valéjaban Bayes haldla utén tanitvanya és baratja, Robert Price hozta nyilvanossagra (Bayes [1958)).
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1152 Hunyadi Lészlé
Pr(AB)=Pr(4|B)Pr(B) és Pr(BA)="Pr(B|4)Pr(4),

és mivel az egyiittes bekovetkezés valdszinlisége szimmetrikus, a jobb oldalak
egyenlové tételével

Pr(A|B)Pr(B)="Pr(B|4)Pr(4),

majd atrendezésével azonnal kaphatdé az, amit a valoszinliség-szamitas Bayes-
tételnek nevez:

_ Pr(4|B)Pr(B)

Pr(B|4)= pr(4) 1/

Amennyiben B nem egyetlen eseményt, hanem B,,B,,..., By az események teljes

rendszerét jelenti, akkor a korabbiakhoz hasonloan szarmaztathato a teljes valdszinii-
ség tétele

iPr(A|Bi)Pr(Bi )=Pr(4),
i=1

valamint a Bayes-tétel:

_ :r(A|BJ)Pr(Bj) ,

> Pr(4|B,)Pr(B,)

i=1

Pr(B,|4) j=L2...K.

A gyakorlatban ez utobbi forma a fontosabb, de a 1ényeget az egyszeriibb /1/ is
jol mutatja. Ez pedig nem mads, mint a valdsziniiségek felcserélhetésége. Amennyi-
ben a feltételes valdsziniiségeknek ok-okozati interpretacidt adunk, akkor az okok
¢és okozatok egymassal vald kapcsolatat, az okozati lancon vald kétiranyu mozgast
irja le. Amennyiben elézmény-kdvetkezmény modon gondolkodunk, akkor idében
torténd visszafelé kovetkeztetés eszkozét is lathatjuk a Bayes-tételben. Minden-
képpen a forditott iranyli gondolkodas (inverz-valdszinliségek szadmitdsa) az az
elem, ami itt 1ényeges, és ez volt az a mozzanat, ami a klasszikus alkalmazasokat
jellemezte. Egy egyszert, de jellemzd példa erre a kdvetkezo.
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1. példa

Legyen azonos alkatrészekbdl két beszallitd! Korabbi nagyszamu vizsgalat
alapjan tudjuk, hogy A szallit esetén a selejtarany P =0,2, B szallitonal pedig
P =0,3. Nem tudjuk biztosan, hogy egy adott szallitmany milyen valosziniiséggel,
melyik szallit6tol szarmazik.

Elbzetes feltételezés (szubjektiv hit): 0,6 annak valdszintisége, hogy a szallitd
az 4, 0,4 a valdsziniisége annak, hogy a szallitd a B volt. Ez azon a tapasztalaton
alapulhat, hogy a korabbiakban az 4 és a B szallitd ilyen aranyban szallitott. A sej-
tés pontositasa mintavétellel: egyetlen kételemli (FAE) mintaban egy hibatlan és
egy selejtes alkatrészt talaltunk. Vizsgaljuk meg, hogyan modosul az eldzetes fel-
tételezés (az egyes beszallitoktol érkezés valdszinlisége) a minta ismeretében!

A megoldast most csak a becslésre irjuk fel (a hipotézisvizsgalat szamitasait
mell6zziik).

6 = P paraméter diszkrét, csak két értéket vehet fel, a priori valdsziniiség-
eloszlasa:

Pr(P=0,2)=0,6,
Pr(P=0,3)=0,4.
A selejtes darabok szama (k) binomidlis eloszlast kdvet, ezért a forditott irdnyu
valosziniiség (likelihood fiiggvény) azonnal felirhato.
Pr(k=1|P=0,2)=2P(1 — P)|(P =0,2) = 0,32,
Pr(k=1|P=0,3)=2P(1 - P)|(P =0,3) = 0,42.

A keresett feltételes valoszinliség szintén ,.kételemii” eloszlas lesz:

Pr(P=0,2/k=1)= 0,192 =0,53,
Pr(P=0.3k=1)= %’13668 =0,47,

s

ahol a tortek nevezdit a teljes valoszinliség korabban idézett tétele alapjan hataroz-
tuk meg.

A valdszintiségek O0sszege természetesen 1-et ad. Ezek azt mutatjak, hogy a
kezdeti hitiink a minta hatdsdra némileg megvaltozott (példaul az A-t6l 0,6-r6l
0,53-ra).

A példabdl jol lathato a forditott irdanyt gondolkodas, ami egyébként nem teljesen
idegen a klasszikus statisztikatol sem. (Elegenddé hivatkozni a maximum likelihood
modszerre, amely olyan paraméterecket keres, amelyeket, ha a sokasagi eloszlasra
érvényesnek tekintiink, biztositjak, hogy aktudlis mintank az osszes mas paraméterrel
rendelkez6 sokasaghol a leginkabb hiheté modon adodik.) Ez a forditott iranyu logi-
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ka ugyanakkor a kdznapi gondolkoddsban nem természetes. Egy friss tanulmanyban
(Kadane [2009]) a szerzd a korai detektivirodalombdl vesz példakat ennek interpre-
talasara: a detektiv munkaja is hasonl6 forditott gondolkodast igényel, hiszen fordit-
va jarja be az oksagi lancot. A detektiv szembesiil az eredménnyel (okozat), és azt
probalja megtalalni, hogy milyen okok vezethettek a tapasztalt okozathoz. A cikk
idézi ezzel kapcsolatban Sir Conan Doyle-t: ,,A legtobb ember képes arra, hogy ha az
események egy sorét leirjuk, az eredményt megmondjak. Ossze tudjék az agyukban
rakni a kovetkezményeket, és elére tudjak jelezni a varhat6 kimenetet. Kevesen van-
nak ugyanakkor olyanok, akik, ha elmondunk nekik egy eredményt, fel tudjak épiteni
azt a lancot, latjak azokat a 1épéseket, amelyek ehhez az eredményhez vezettek.” Vé-
giil is éppen ez az, amit a Bayes-tétel formalizal.

Ez az oknyomozé gondolkodasmod kétségtelen igen 1ényeges eleme a modern
tudomédnyos moddszertannak, de csak egy eleme. A kovetkezOkben azt probaljuk
megmutatni, hogy milyen tovabbi elemekkel boviilt ez az elmélet napjainkig.

2. A Bayesi gondolkodas, mint altalanos modszertani keret

Mar a korai matematikus gondolkodok — els@sorban Laplace — felismerték, hogy
a Bayes altal megfogalmazott 6sszefiiggésekben tobb van, mint amit kozvetleniil le-
olvashatunk bel6le. Lassan, a XX. szdzad kozepére kialakult az az elgondolés, amely
szerint a Bayes-tétel egyfajta altalanos értelmezésben a tudomanyos gondolkodas
egyszerisitett modellje lehet, olyan keret, amibe konkrét tartalom fiiggvényében
egyszerisitett formaban bar, de az egész tudomanyos modszertan belefér. Ehhez az
/1/-ben felirt 6sszefiiggés A és B eseményeit egy kicsit at kell fogalmazni.

Legyen most H egy tetszéleges hipotézis, E pedig valamiféle hozzatartozo empi-
rikus bizonyiték. Legyenek tovabba Pr(H) és Pr(E) valoszintiségek, melyek koziil
Pr(H ) a H hipotézis bekovetkezésének tapasztalds eldtti (a priori) valoszinlisége,
Pr(E ) pedig az empiria bekdvetkezésének valosziniisége (minden szoba johetd H
fennallasa esetén). A Pr(E |H ) feltételes valoszinliség azt mutatja meg, hogy a prior
hipotézis fennallasa esetén milyen valoszinliséggel kaphatjuk meg az £ empirikus bi-
zonyitékot. Mig a forditott irdnyu feltételes valdsziniiség, az utodlagos (a posteriori)
valdszinlisége annak, hogy a bizonyiték megtorténte, beszerzése utan a H hipotézist
fenntartjuk.

Bayes-tétele ekkor

Pr(E|H)Pr(H)

12/
Pr(E)

Pr(H|E)=
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alaku, ahol a Pr(H ) -t prior valoszinliségnek (vagy réviden priornak), a Pr(H |E ) -t

posterior valdszinliségnek vagy roviden posteriornak nevezziik. Megjegyezziik, hogy
tobb lehetséges H, hipotézis esetén a nevez6 a korabban bemutatott teljes valdszinii-

ség tétele értelmében a kovetkezéképpen irhato fel:

Pr(E)= Zj:Pr(E|Hi)Pr(Hi) :

A /2/ formula kdzponti jelentéségii a bayesi gondolkodas megértésében. Azt mond-
ja ugyanis, hogy kiindulva valamiféle tudasbol, tapasztalatokat gyijtiink be, azokat ér-
tékeljiik, konfrontaljuk az induld feltételezésiinkkel, és ezaltal a tudas egy magasabb
szintjére jutunk el. Ebben az értelemben a /2/ valdban a tudomanyos megismerés na-
gyon altalanos €s egyszerii modellje. Ugyanakkor van ennek az &sszefiiggésnek egy
masik olvasata is, ami nem kevésbé 1ényeges. Ez pedig az, hogy dontést kell hoznunk
bizonytalan kornyezetben: azt kell eldonteniink, hogy a H hipotézis, illetdleg annak
bekdvetkezésére vonatkozo varakozas helyes-e? A kapott (ugyancsak valdszintiségi al-
litas formajaban megfogalmazott) empirikus bizonyitékok alapjan feliilvizsgaljuk ere-
deti allitasunkat, és dontésiinket az indul6 elgondolasok (dontési helyzet), a tapasztala-
tok, valamint ezek valoszinliségei alapjan hozzuk meg. A sztochasztikus kdrnyezetben
hozand6 dontések altalanos sémaja ugyancsak jol leirhat6 a /2/ sszefiiggéssel.

Ahhoz azonban, hogy ezeket az Osszefliggéseket jobban megértsiik, legalabb két
kérdést kell alaposabban megvizsgalni: az egyik a prior tartalma és jelentése, a masik a
valoszinliség fogalmanak a hasznalata. A prior Iéte, tartalma, értelme az egész bayesi
gondolkodas egyik sarokpontja. A klasszikus modszertan (beleértve természetesen a
statisztikat is) kovetkeztetéseit tapasztalatokbol (megfigyelések, mérések stb.) vonja le,
hangstlyozva azok objektiv (az elemzést végzd személytdl fliggetlen) jellegét. Ezzel
szemben a bayesi gondolkodas modellje altalanosabb, hiszen azt mondja ki, hogy 1¢-
tezhetnek (s6t szinte mindig 1éteznek) mintan kiviili informaciok, amelyek egy része
lehet szubjektiv is (hiszen az elemzbének lehetnek eldzetes ismeretei a targyrol), és
amelyek az egész tudomanyos kdvetkeztetést vagy dontést befolyasold lényeges ténye-
z6k lehetnek. A priorok fontossaganak megvilagitasara alljon itt két egyszerii példa.”

2. a) példa

Egy zenész azt allitja, hogy egyetlen partitiraoldal attanulmanyozésa utan
megmondja, hogy a nevezett mii Haydn vagy Mozart alkotisa. Allitasat ellenér-
zend6 tiz véletlenszerlien és egymastol fiiggetleniil kivalasztott oldalt mutattak

meg neki, és 6 mind a tizr6l helyesen allapitotta meg, ki a szerzo.

2 A példék Savage-t6l szarmaznak, Wickmann [1995] idézi 6ket.
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2. b) példa

A kocsmaban részeg tarsasag azzal szorakozik, hogy egy tarsukat raveszik,
probalja meg eltalalni: a feldobott érme fej vagy iras lesz-e. Egymas utan tizszer
elvégzik a kisérletet, és tarsuk mind a tiz alkalommal helyesen talalta el, hogy mi
lesz a dobas eredménye.

A szituaciok Osszevetésekor azonnal megallapithatjuk, hogy amennyiben csak a ta-
pasztalatokat tekintjiik, a két eset azonos kovetkeztetésre vezet: ha feltételezziik, hogy
a személyek mindkét esetben csak véletleniil talalgattak, akkor egy ilyen tizes talalati

valosziniiségi sorozat bekovetkezési valészintisége P =(1/ 2)10 =1/1024= 0,001, azaz

nagyon kicsi. Ha csak ezt tekintjiik, azt allithatnank, hogy a zenész alighanem valdban
érti a szakmajat, a részegnek pedig paranormalis képességei vannak.

A helyzet ismeretében azonban aligha meglepd, ha nem hagyatkozunk csupan a
tapasztalatokra, hanem egyéb kiilsé ismereteinket is igénybe véve, prior valdszinii-
ségeket rendeliink a két esethez: mig a zenésznél nagy valdszinliséggel hihetd,
hogy valdban érti a szakmajat, a részegnél paranormalis képességnek (elére meg-
mondja a pénzfeldobas eredményét) alighanem igen kis eldzetes valdszinliséget
adunk.’

A prior valoésziniség kérdésére a késobbiekben még visszatériink, de eldbb
vizsgaljunk meg egy masik kérdést, a valdsziniiség fogalmat. Mig a klasszikus tu-
domanyos felfogasban a valoszinliség objektiv fogalom: a relativ gyakorisagok ha-
tarértéke, a bayesi keretek ennél joval szabadabb értelmezést is lehetdvé tesznek.
Ez utobbi értelmezésben a valdsziniiség nem(csak) tomegesen eléforduld esemé-
nyek bekdvetkezését jellemz6 szdmérték, hanem egyes, nem ismétlddé események
vagy allapotok bekdvetkezésének vart gyakorisagat jellemzé mérészam. Ha egy
olyan eseménynek a bekdvetkezését akarjuk jellemezni mint példaul, hogy ki nyeri
2012-ben a Bajnokok Ligajat, akkor valamiféle szakmai megfontolas, szubjektiv
érzés, megitélés, hit alapjan mondhatjuk azt, hogy a Barcelondnak 50 szazalék esé-
lye van erre, de jol lathato, hogy ennek az 50 szazaléknak semmi kodze nincs a ha-
gyomanyosan értelmezett (objektiv) valosziniiséghez. Az ilyen esetekben azt
mondjuk, hogy szubjektiv valésziniiséget hatdrozunk meg. Ez a valosziniiség nem
megalapozott (vagy masképp megalapozott) — ellentétben a kordbban emlitett ob-
jektiv valosziniiséggel —, de mivel feltétel, hogy ezek is teljesitsék a valdsziniiség-
szamitas axiomait, ezért a késobbiekben (formalisan) ugyantugy lehet veliik dol-
gozni, mint az objektiv valdszinliségekkel. (A fogaddirodak ezt nap mint nap meg
is teszik.)

3 Ez a valdsziniiség kicsi ugyan, de nem célszerti 0-nak tekinteni. Egyrészt azért, mert ez esetben az egész
feladat trivialisan értelmetlenné valik, masrészt meg azért, mert a paranormalis képességek nem tartoznak a le-
hetetlen események kozé: egyes orszagokban komoly kutatdintézetek foglalkoznak ezzel a jelenséggel.
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Természetesen a hagyomanyos modszertan €s a bayesi megkdzelités kozotti vita
egyik kozponti eleme az objektiv/szubjektiv valdszinliség. A bayesi megkozelitést
biraljak azért, mert megengedhetetlen szubjektivitast visz a dontési, kovetkeztetési
folyamatba, a bayesi szemlélet hivei pedig az objektiv valosziniiség hatuliit6it hang-
sulyozzak. Els6ésorban azt, hogy az csak tomegjelenségek esetében értelmes, azaz
akkor, ha valdban klasszikus kisérleti elrendezésu feladatokra alkalmazzuk a mod-
szertant. A relativ gyakorisagokon alapuld valdszinliség hasznalata tehat csak akkor
indokolt, ha e mogott valoban nagy, ismételhetd mintak allnak. Ez azonban a gyakor-
latnak egy igen kis szeletére igaz, a bizonytalan kérnyezetben hozanddé dontések
vagy kovetkeztetések esetében nem jellemzo.

A szubjektiv valdszinliség a bayesi keretek kozott elsdsorban a prior megfogal-
mazasakor mertiil fel, igy nem csoda, hogy a vitak kézéppontjaban is ez all. Az egyik
oldalrdl azt az érvet hangsulyozzak, hogy a szubjektiv priorok nem egyértelmiiek,
mindenki mas és mas valosziniiséget rendelhet sajat meggy6zodésének kifejezésé-
hez, igy az eredmény (posterior) is 1ényegileg tetszdleges lehet. A masik oldalrdl azt
emlegetik, hogy ez ugyan igaz, de az egyre gyiil, halmoz6dé bizonyitékok ezt a
szubjektivitast elobb utobb kikiiszobolik, valamint a bizonyitékok stlya alatt a ko-
vetkeztetések és a dontések valami objektiv hatarhoz konvergalnak. Ennek azonban
ellent mond az a tapasztalat — szdl ismét a masik oldal —, hogy egészen kiilonb6z6 vi-
lagnézetek 1éteznek ma is, holott az emberiség torténelme ezen alapkérdésekben mar
igen sok bizonyitékot halmozott fel. Kiilondsen élesen meriilnek fel ezek a kérdések
azokban az esetekben, amikor a dontés vagy a kdvetkeztetés targyardl nincsenek eld-
zetes ismereteink: ekkor olyan priort kell valasztanunk, ami a lehetd legjobban fejezi
ki tudatlansagunkat (az ilyet hivjak neminformativ priornak). Az ilyen
neminformativ priorok konstrualasaval kapcsolatban, azok semlegességét vagy ob-
jektivitasat illetéen is komoly vitak voltak és vannak.

Nem feladatunk egy ilyen rovid ismertetésben allast foglalni ezekben a lényeges
kérdésekben, inkabb azt hangsulyozzuk, hogy mindkét megkdzelitésnek megvannak
az elényos oldalai és a gyenge pontjai. Ennek demonstralasara bemutatunk egy koz-
ismert példat, amit joszerivel ki igy, ki ugy értelmezhet, de mindenképpen érdemes
az eredményeken elgondolkodni.

3. példa

Egy betegség tesztelésekor meglehetdsen furcsa eredmények adodtak, amelyek
értékelése a bayesi gondolkodas és a priorok szerepének szép példaja. Olyan ritka
betegség tesztelésérdl van szo, mely a népességnek csak egytized szazalékaban
van jelen. Korabbi tapasztalatokbol ismert, hogy a nevezett teszt 99 szazalékban
jelzi a betegséget, ha az tényleg fenn all, de amennyiben az alany nem beteg, a
teszt az esetek 5 szazalékaban mutat pozitiv (hibas) eredményt. A teszt hatdsossa-
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ganak vizsgélatakor a kovetkezd egyszerti formalizalast végezziik el: legyen A
esemény az, hogy a vizsgalt személy beteg, B pedig a teszt pozitiv eredményét je-
16lje. Ekkor

Pr(4)=0,001, Pr(B|4)=0,99 és
Pr(B) = Pr(B|4)Pr(4)+ Pr(B|4)Pr(4)=0,05094.
Bayes tételének alkalmazasaval

P .
_ Pr(BJ4)Pe(4) _0.99-0.001 _ oo
Pr(B) 0,05094

Pr(4|B)

Ez azt jelenti, hogy ha a teszt eredménye pozitiv, csak nagyon kicsi a valdszi-
niisége annak, hogy a vizsgalt személy valoban beteg. Vagy masként fogalmazva,
annak a valdsziniisége, hogy a teszt pozitiv, de a paciens valdjaban nem beteg
1-0,019 =0,98. Ez bizony azt jelenti, hogy az esetek 98 szazalékaban hamis a ri-
asztas, azaz a teszt igen rosszul mikodik!

Az eredmény meghdkkentd, foleg annak ismeretében, hogy a kiinduld feltéte-
lek jo eredménnyel kecsegtettek. Ezért vizsgaljuk meg egy kicsit alaposabban ezt
az esetet! Néhany tovabbi megallapitas:

1. Ha minden teszt nélkiil egy véletlenszertien kivalasztott paciensrdl azt tud-
juk, annak valoszinlisége, hogy beteg 0,001, a pozitiv teszt utan viszont mar ez a
valosziniiség 0,019-re nétt, akkor azt mondhatjuk: a teszt tizenkilencszeresre emel-
te az induld valoészinliséget, ami egy egyszeril, tomeges szlirévizsgalat esetén nem
is olyan rossz eredmény.

2. Mint lattuk, a hamis pozitiv teszt valosziniisége igen nagy, de a teszt teljes
értékeléséhez érdemes megnézni a masik oldalt is: mennyi a valosziniisége a ha-
mis negativ tesztnek, azaz mi a valdsziniisége annak, hogy valakinél a teszt nega-
tiv volt, mégis beteg? A részletek mell6zésével ez a valdszintiség 0,0000105, azaz
nagyon kicsi, errdl az oldalrdl a teszt hatasosan miikodik.

3. Végil probaljuk megfejteni a hamis pozitiv teszt okat. Nem nehéz rajonni,
hogy ez a szélsdségesen kis prior valosziniiségben rejlik. A prior annyira szélssé-
ges (tavol all a semleges egyenletes eloszlastol, azaz a Pr(A):O,S -t61), hogy
dontéen befolyasolja a posterior valdszinliséget. Ezt konnyl belatni, példaul ugy,
hogy egy gyakori betegségre hasonld peremfeltételeket alkalmazunk; ekkor a teszt
mar nagyon hatasosan miikodik.

Ebben a példaban a prior adott, nem valami szubjektiv valasztas eredménye.
Mégis figyelmeztet arra, hogy szélsdséges esetben milyen anomaliak adodhatnak.
Ez nagyon megszivlelend6 akkor, amikor az elemz6 kezében van a prior, azt szub-
jektiv vélekedése alapjan késziti el. Akkor bizony nagy a valdszinlisége annak,
hogy alkalmas (vagy éppen alkalmatlan) priorvalasztassal tetszéleges, az elemz6-
nek tetsz6 eredmény keverhet6 ki. Ennek kivédésére a cikk végén még visszaté-
riink.
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3. A statisztikai kovetkeztetéselmélet bayesi keretei

Az eddigiekben altalanossagban szoltunk az elemzés, a dontés és az eldrejelzés
bayesi gondolatvilagarol. Eddigi példaink is ezt mutattak: a bayesi megkdzelitést
egyszerli dontési szituaciokon vezettiik be, és igyekeztiink olyan altalanosan meg-
fogalmazni a mondanival6t, hogy abba lényegileg minden feladat beleférjen. Ezért
is lehetett olyan, kissé talan tulzénak tlind megfogalmazasokat tenni, mint amilyen
példaul az ,altalanos tudomanyos modszer” volt. A tovabbiakban leszikitjiilk a
vizsgalat korét, és azt nézziikk meg kdzelebbrol, kissé konkrétabban, hogy a statisz-
tikai kovetkeztetéselméletben hogyan, milyen sajatossagokkal jelenik meg a bayesi
modszertan.

Kiindul6 pontunk itt is Bayes tétele, amit azonban most nem egyes valdszinii-
ségekre, hanem egész slrliségfiiggvényekre irjunk fel. (Megjegyzendd, hogy a
diszkrét eset hasonloan vizsgalhatd, de ugy gondoljuk, az altalanosabb, folytonos
eset elemzése jobban megmutatja a modszertan jellegzetességeit.) A két mennyi-
ség, amelyekre a tételt felirjuk ekkor az y-nal jel6lt minta és a 0 -val jelolt paramé-
ter lesz:

/(»10).1(0)
f(»)

ahol a bayesi elemzésben gyakori oc jel az ardnyossagra utal, azaz azt mondja ki,
hogy a két oldal egy konstans szorz6tdl eltekintve egyenld.
A /3/ 6sszefliggésben O paraméter jelenti a vizsgélat targyat, y minta pedig a ta-

r(6ly)= o f(v]6)(6), /3/

pasztalati eredményeket. Az f (6) fejezi ki a paraméterre vonatkoz6 a priori ismere-
teinket (feltevéseinket), /() az adott minta eléfordulasat jellemzd stirliségfiigg-
vény, mig igazan a két feltételes valosziniiség az érdekes. Ezek kozil az f ( y|9)
nem mas, mint a kozismert likelihood fiiggvény, mig az f (6| y) az elemzés vég-

eredményét jelentd a posteriori stirliségfiiggvény (posterior), ami azt mutatja, hogy a
minta feltételezésével (ismeretében) milyen a vizsgalat targyat képezo paraméter el-
oszlasa. Ahhoz azonban, hogy ezt, és f6leg a /3/ jobb oldalan megjelend ardnyossa-
got megértsiik, szdmba kell venniink azokat a kereteket, amelyek kozott a bayesi ko-
vetkeztetéselmélet érvényes. Ezek ugyanis Iényegesen kiilonboznek a klasszikus sta-
tisztikdban megszokottaktol.

A kétféle szemlélet kozotti leglényegesebb kiilonbségeket a kovetkezd tablazat-
ban foglaljuk ossze.
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A klasszikus és a bayesi kovetkeztetés lényeges eltérései

Tulajdonsag Klasszikus statisztika Bayesi statisztika
1. Paraméter Rogzitett Valoszintiségi valtozod
2. Valészinliség Objektiv Szubjektiv is lehet
3. Kiils6 informacio Nincs vagy csak kevés Van és lényeges

Valojaban csak egy van, de feltételezziik

4. Minta Csak egyetlen mintat értékeliink

az ismételt mintavétel lehetdségét

A tablazat természetesen nem kevés magyarazatot igényel. Az els6 kiilonbség,
ami a két szemlélet kozott megjelenik, az az, hogy mig a klasszikus statisztikaban a
becslés €s a hipotézisvizsgalat targya jellemzdéen valami ismeretlen, de feltételezés
szerint rogzitett érték, a bayesi statisztika ezt egy ismeretlen valdsziniiségi valtozo-
ként fogja fel. Példaként emlithetiink egy egyszerii aranybecslést: legyen becslésiink
targya a 2010. év egy jol meghatarozott idopontjaban (példaul december 31-én 24
orakor) a létminimum alatt €16 haztartadsok ardnya. A hagyomanyos (klasszikus) fel-
fogas szerint ez egy jol meghatarozott (bar nem ismert) arany, amelyet — ha megfele-
16 mérési eszkozeink lennének — tetszéleges pontossaggal meg lehetne hatarozni.
(Ezt altalaban azért nem tudjuk megtenni, mert szamitasaink és becsléseink mintavé-
teli és nemmintavételi hibat tartalmaznak.) A bayesi felfogasban viszont ez egy valo-
szinliségi valtozo, hiszen értéke sok tényez6tdl (kiilsé hatasok, gazdasagpolitikai
dontések, monetaris és fiskalis eszkdzok alkalmazasa stb.) fiigg. Az, hogy 2010-ben
konkrétan egy meghatarozott értéket vett fel, nem jelenti azt, hogy ez egy rogzitett
érték, hanem ugy kell felfogni, mint egy valoszinliségi valtozo egyetlen realizacidjat.
Mindkét felfogas dnmagaban védhetd, ugyanakkor lényeges szemléleti kiillonbség
van kozottiik. Talan még eklatansabb példa lehet az eldbbiekre valamilyen jol meg-
hatarozott makrogazdasagi paraméter (példaul a magyar haztartasok valamely id6-
szakra jellemz6 fogyasztoi hatarhajlandosaga), mely esetében taldn még inkabb ért-
hetd, hogy a hagyomanyos felfogds egy Kkitiintetett értéket kivan meghatdrozni, a
bayesi pedig a jellemz6 eloszlasat.

A tablazat masodik pontjaval korabban mar foglalkoztunk: a klasszikus statisztika
kizarolag az objektiv valosziniiséget fogadja el, mig a bayesi megengedi a szubjekti-
vet is. Megjegyezziik, ezzel nem zarja teljesen ki az objektiv valdsziniiséget, sot
gyakran hasznalja is (likelihood fiiggvény). A vélemények ezzel kapcsolatban azon a
ponton csapnak 0ssze, hogy megengedhet6-e egyaltalan a szubjektiv valdsziniliség
hasznélata, és foleg, keverése az objektiv elemekkel.

A harmadik pont ismét nagyon Iényeges: ez a kiilsé informacid szerepének eltérd
felfogasa. Kiilsének neveziink minden mintan kiviili informaciot. A klasszikus sta-
tisztika is hasznal mintan kiviili informacioét: elegendé arra gondolni, hogy gyakran
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alkalmazunk eloszlasbeli feltételezéseket (amelyeket nem mindig tudunk, olykor
nem is akarunk ellendrizni), vagy példaul rétegzett mintabol torténd becslés esetén a
rétegek képzése is mintan kiviili informacidkat hasznal fel. Ezek az informaciok
azonban mind arra szolgalnak, hogy a mintat javitsak, hozzaférhetébbé tegyék,
particionaljak stb. A bayesi esetben viszont intézményesen hasznalunk a mintatol
fliggetlen informacidt annak érdekében, hogy minden olyan koriilményt figyelembe
tudjunk venni, amely az elemzd ismeretkdrbe tartozik, de nem testesiil(het) meg a
mintaban.

Végiil a negyedik eltérés szintén nagyon lényeges, hiszen a klasszikus statisztika
egyik nagy ellentmondasara mutat: csak egyetlen minta valasztasara van ugyan mo-
dunk, de az ebbdl levonhato kovetkeztetéseinket ugy fogalmazzuk meg, hogy feltéte-
lezziik az ismételt mintavétel lehetdségét, sot realitasat. Elegendd arra gondolni, ha
azt mondjuk egy becsldfiiggvényrdl, hogy az torzitatlan, akkor ezzel hallgatélagosan
feltételezziik, az Gsszes lehetséges mintat ki tudjuk valasztani, hiszen a torzitatlansag
csak ezek egylittesére allit valamit. Hasonld6 probléma meriil fel a tesztek
szignifikancidjanal is: egy szignifikans teszteredmény csupan annyit jelent, hogy ha
moédunk lenne nagyon sokszor ismételten elvégezni az eljarast, akkor... De a valo-
sagban erre soha nincs modunk. Mindezzel szemben a bayesi statisztika szamol az-
zal, hogy csak egyetlen mintank van, a kdvetkeztetéseket abbdl kell levonnunk, és
csak annak keretében lehet/szabad értelmezniink. Ismételt mintavétel itt tehat széba
sem jon. Ennek ismeretében kell értelmezni a /3/ dsszefliggés jobb oldalat: mivel
csak egyetlen minta kivalasztasaban gondolkodunk, az ehhez a mintdhoz tartozé si-
riségfiiggvény csupan egy (konstans) értéket hataroz meg, ami valdjaban a teljes va-
l1oszintliség tételébdl vezethetd le. Ekkor pedig felirhatjuk az utolsd aranyossagi rela-
ciot, ami konstans szorzotdl eltekintve egyenldséget jelent, és megfogalmazva annyit
tesz, hogy a posterior aranyos a likelihood és a prior szorzatdval. Ez a bayesi kovet-
keztetéselmélet alapja és kiinduldpontja.

Az, hogy ezt az ardnyossagot hogyan valtoztathatjuk egyenlGséggé (ha sziiksé-
ges), mar csak technikai kérdés. Két lehetdség adodik: az egyik az, hogy az f ( y)
stirliségfliggvényt a teljes valosziniiség tétele formajaban kifejezziik:

F0)=[, 7 (v]o)r ()0

A masik, gyakrabban alkalmazott, és a modszer szellemével inkdbb 6sszhangban
all6 megoldasként kihasznaljuk azt, hogy a posteriornak is siiriiségfiiggvénynek kell
lennie, azaz integraltja megfeleld tartomanyon 1. Ekkor a /3/ jobb oldalan megjelend
fliggvényhez olyan konstans szorzét rendeliink, amely biztositja, hogy a posterior is
stirliségfliggvény legyen. (Ezt az eljarast szoktuk kiintegralasnak nevezni.) Megje-
gyezziik, hogy ez az elvben egyszerli miivelet a gyakorlatban, f6ként bonyolultabb,
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sokdimenziods feladatok esetén komoly nehézségekbe litkozik, amelyekrol e cikk be-
fejez6 részében még szolunk.

Az elmondottakbdl mar lathatd, hogy a bayesi felfogas valoban fenekestdl felfor-
ditja a statisztikai kdvetkeztetéselméletet: olyan biztos alapok szlinnek meg, illetve
valnak kérdésessé, amelyeket a klasszikus statisztikaban kiilon nem, vagy csak alig
kell emliteni, értelmezni, és olyan alapelvek sziiletnek, amelyekre a klasszikus sta-
tisztikan nevelkedettek nem is gondolnak.

Folytatva a kovetkeztetéselmélet targyalasat, a /3/ alapegyenlet egyes elemeivel
célszerli egy kicsit behatobban is foglalkozni. A likelihood fiiggvényt nem kell rész-
letezni; azt minden halad¢ statisztikai kurzuson alaposan targyaljak, megmutatjak tu-
lajdonsagait, és részletesen foglalkoznak a likelihood fiiggvényre épiild maximum
likelihood (ML) becslésekkel is. A likelihood fliggvényt a minta tulajdonsagai, illetd-
leg a kapcsolodo feltevések egyértelmiien meghatarozzak, igy az mintegy technikai
adottsag az elemz0 részére. Nem ez a helyzet a prior eloszlassal, illetve stiriségfiigg-
vénnyel kapcsolatban. A prior ugyanis nem automatikusan adodik, hanem eldzetes
ismereteinket, vélekedésiinket, allitasainkat kifejezd fiiggvény. Aligha kell hangsu-
lyoznunk, hogy a prior konstrualasaban az elemzdének nagy szabadsaga van, hiszen
szubjektiv vélekedését sok kiilonbozo formaban ki lehet fejezni. A prior konstruala-
sakor valojaban harom lényeges pontot kell szem el6tt tartani. Az elsé az, hogy a
prior legyen fiiggetlen a mintatdl, azaz olyan informaciokat tartalmazzon, amelyek
nem testesiilnek meg a mintaban. Ezt persze nem mindig kdnny(i biztositani, 4m az is
azonnal belathato, hogy ha a prior a mintat vagy részben a mintat ismétli meg, akkor
az elemzés értéke ezaltal romlik. Még akkor is, ha ennek jellemzésére, mérésére
nincs alkalmas mutatészamunk. Azonban, ha a priort idében a mintavétel el6tt felal-
litjuk, jo esély van a két informacioforrds fiiggetlenségére. A masik kovetelmény,
amit célszerli a prior készitésekor szem el6tt tartani, az, hogy olyan fliggvényformat
valasszunk, amelyik a paraméter(ek) mozgatdsaval, finomhangolasaval kiillénb6zo
indulé feltételezéseket képes leirni. Természetesen, a tobb paramétert tartalmazo el-
oszlasok esetén erre tobb lehetéség adodik, de gyakran mar két paraméterrel is sok
kiilonboz6 alaku, jellemz6ji stirliségfiiggvényt tudunk képezni. Végiil a prior megva-
lasztasakor célszerii bizonyos kényelmi, kezelhetdségi szempontokat is figyelembe
venni: ha van valasztasunk (és tobbnyire van), akkor toérekedjlink arra, hogy az igy
valasztott prior és a feladat altal determinalt likelihood szorzata lehet6leg kényelme-
sen kezelhetd legyen, sot adjon lehetdséget a tovabblépésre (lancoldsra). Abban a
specialis esetben, amikor a posterior tipusat illetben megegyezik a priorral, azaz egy
esetleges kovetkezo 1épésben priorként szolgalhat, azt mondjuk, hogy a prior termeé-
szetes konjugalt. Bonyolult modellek estén az efféle kényelmes megoldast jelentd
konjugalt priorok nem jellemzdék. Részben ez az oka annak, hogy az utobbi években
olyan gyorsan fejlodtek és terjedtek el a killonféle szamitdgépes eljarasok ilyen fel-
adatok megoldasara.
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4. példa

Arénybecslési feladatok esetében a likelihood fliggvény magja P* (1—P)"7k
alakll. Ha ehhez egy béta-eloszlast priort valasztunk, akkor a posterior is béta-
eloszlasu lesz, azaz természetes konjugalt, hiszen a béta-eloszlas stiriségfiiggveé-
nye

)=k (1-x),

ahol o és P paraméterek, k pedig a paraméterektdl fiiggd, de altaluk pontosan
meghatarozott normalizalé konstans. Ha priorként ezt az aranybecslés ismeretlen
P paraméterére alkalmazzuk (ezzel fejezve ki eldzetes ismeretiinket a paraméterre
vonatkozdan), akkor lathato, hogy a likelihood, a prior és szorzatuk eredménye-
képpen a posterior is azonos tipusu eloszlas lesz.

A prior eloszlas tipusa mellett — természetesen — paramétereit is meg kell hata-
rozni; ebben testesiilnek meg az a priori informaciok. Itt gyakran hasznaljak a mo-
mentumok modszerét, hiszen egy eloszlas momentumai (példaul varhato érték,
variancia) olyan jellemzOk, amelyekhez viszonylag konnyli kdznapi tartalmat kap-
csolni, igy az eldzetes, szubjektiv informacidkat jol lehet ezeken keresztiil bevezetni
a prior eloszlasba, azon keresztiil pedig a modellbe.

A priorok konstrualasakor fontos kérdés az, hogy mi torténjék akkor, amikor
nincs semmiféle eldzetes feltevésiink a vizsgalat targyarol. A modszertan zartsaga
azt koveteli meg, hogy az eljaras (posterior konstrualasa) erre az esetre is miikodjon,
azaz olyan priort kell talalnunk, amelyik kifejezi a teljes informécidhianyunkat. Ta-
lan furcsanak tiinik, de ez a feladat — a neminformativ priorok készitése — egyaltalan
nem konnyti, nagyon sok vitat valtott és valt ki a teoretikusok, valamint alkalmazok
korében egyarant. Egyszeriibb esetekben az az elv valt altalanossa, hogy a tudatlan-
sagot az entropia maximalizalas tjan fejezziik ki, azaz olyan priort keresiink (milyen
halmazbol?), amelyiknél az eloszlas entropidja a lehetd legnagyobb. Egyszerii eset-
ben (példaul, amikor a 4. példaban emlitett P sokasagi ardny (valoszinliség) a vizsga-
lat targya), a (0,1) intervallumban értelmezett egyenletes eloszlds (ami nem mas,
mint egy béta (1,1,) eloszlas) felel meg ennek a kdvetelmények, de rogton bonyolul-
tabba valik a helyzet akkor, ha példaul nem véges az az intervallum, amelyen a kere-
sett paraméter értékeket vehet fel.

A priorok készitésének specialis esete az, amikor nem szubjektiv meggy6z6dé-
stink, hanem egy korabbi mintan alapul6 felvétel alapjan szeretnénk priort késziteni.
(Més szoval, amikor a bayesi moddszertant, mint eszkozt tobb kiilonb6z6 kutatds
eredményének Odsszekapcsolasara hasznaljuk. Ilyen feladatok nem ritkan adodnak a
manapsag bizonyos szakmakban meglehetdsen népszerli metaanalizis kapcsan.) Az
ilyen priorokat objektiv, adatokon alapul6 (data-based) prioroknak nevezziik.
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Az eddigiekbdl jol lathatd, hogy a priorok készitése nem mechanikus feladat,
nagyfoku targyismeretet, technikai tudast és nem kevés kreativitast feltételez. Ezzel
szemben a posterior eldallitdsa innen mar 1ényegileg semmi érdemi feladatot nem je-
lent: egyszerii szorzassal eldallithatd a posterior magja, jollehet ez esetenként sok
technikai problémat okozhat, amelyekrdl késébb még szolunk. Valamit azonban még
mondanunk kell a posterior értelmezésérdl. A posterior (megfeleld normalas utan)
stiriségfiiggvény egylittesen tartalmazza az elzetes, mintan kiviili, valamint a min-
taban megtestesiilé informacidkat. Amennyiben egydimenzios feladatrdl van szo, azt
is mondhatjuk, hogy Osszesulyozza a kétféle modon kapott mennyiségeket, és az
eredmény odahuz, ahol biztosabb, kisebb szorast informaciok talalhatok. Ha el6zetes
tudasunkat nagyon biztosnak tartjuk, kisebb szorast rendeliink hozza (szubjektiv moé-
don), a prior jellemz6i fognak dominalni a posteriorban és viszont. S6t sz&lsGséges
esetben, ha eldzetes ismereteinket teljesen biztosnak tekintjiik, a posteriorban azt is
kapjuk vissza — a mintanak a tapasztalatoknak igy semmi teret nem hagyva. Ameny-
nyiben neminformativ priorb6l indulunk ki, azt varhatjuk — és az esetek jo részében
ez igy is van —, hogy a posteriorban a likelihood ismétlédik meg: ez esetben — igaz
mas szemléletben —, de visszakapjuk azokat az eredményeket, amelyeket a klasszikus
statisztikabol ismeriink. Azonban két dolgot ekkor se felejtsiink el! Egyrészt az 6sz-
szefiiggések altaldban bonyolultabbak annal, mintsem, hogy a posteriort ilyen egy-
szerlien, sulyozott atlagként fogjuk fel. Masrészt, még ha formalisan a klasszikus
eredményekhez hasonldt kapunk is, tartalmilag emlékezziink arra (lasd a tablazatot),
hogy egészen mas szemlélet és hattér all a bayesi modell mogott. Ezért kell 6vatosan
kezelni az olyan megallapitdsokat, miszerint a nagymintas bayesi statisztika a
likelihoodhoz tart. Igaz ugyan, hogy rogzitett prior esetén, ha a minta méretét nével-
jiik, a posteriorban egyre inkabb a nagy minta valik dominanssa, amire példaul a ML
nagymintas eredményeit lehet épiteni, de ne feledjiik, hogy ezek az eredmények mast
jelentenek, mint a hagyomanyos szemléletben.

4. Bayesi becslés és hipotézisvizsgalat

A bayesi elemzésnek a posterior elkészitésével valdjaban vége van: a posterior a
bayesi kovetkeztetéselmélet végeredménye, hiszen ez a fliggvény minden informéci-
Ot tartalmaz a keresett paraméterre. Az elemzés mégsem all meg itt, hanem folytato-
dik, egyrészt azzal a céllal, hogy jobban értelmezhetd, kezelhetd végeredményeket
kapjunk, emellett olyan mutatokat tudjunk szarmaztatni, amelyek megfelelnek a
megszokott klasszikus fogalmaknak, ezaltal 6sszehasonlitatova téve a két elemzési
utat. De lényeges aga az elemzésnek a hipotézisvizsgalat is, amely bayesi keretek
kozott egészen mas, mint hagyomanyos kontextusban.
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4.1. Intervallum- és pontbecslés

Béar a bayesi elemzés eredményének a posterior slirliségfiiggvény felel meg, en-
nek jobb attekintése érdekében a benne rejlé informacidkat olykor célszerii siiriteni.
fgy jutunk el az intervallum- és pontbecslés feladatahoz. A sorrend nem véletlen,
mert bar a klasszikus statisztika el6bb targyalja a pontbecslést, aztan a pont koré ké-
pez intervallumot, ez esetben elsddleges az intervallum, hiszen a posterior slirliség-
figgvény készen all. Az intervallumbecslés feladatdval kapcsolatban két fontos moz-
zanatot kell kiemelni. Az egyik az, hogy a klasszikus statisztikdban megszokott
szimmetrikus intervallum helyett célszerl a legsziikebb intervallum fogalmat beve-
zetni. Ha egyszer megadunk egy lefedettségi mutatoszamot (mondjuk 95 szazalékot),
akkor altalanos esetben végtelen sok olyan, egymastol kiilonb6z6 intervallum készit-
heto, amelyek esetén a posterior eloszlas striiségfiiggvénye alatti teriilet adott (itt 95
szazaléka). Ezek koziil kitiintetjiik azt, amelyik a legsziikebb, azaz, amelyik a lehet
»legpontosabb” becslést eredményezi. Ezt az intervallumot altalaban csak gépi uton,
kereséssel lehet meghatarozni. Az intervallumbecsléssel kapcsolatos masik fontos
megjegyzés annak tartalma, értelmezése. A klasszikus statisztikaban megszokott ér-
telmezés itt (bayesi statisztika) nem helytalld, hiszen ott (klasszikus statisztika) ugy
fogalmazunk, hogy ,,a mintak 95 sz4zalékara igaz, hogy az igy szamitott intervallum
tartalmazza a keresett jellemz6 paramétert”. Ez esetben, mivel csak egyetlen mintank
van, ,,minddssze” olyan értelmezést adhatunk az intervallumnak, hogy ,,a jellemzo,
paraméter lehetséges értékeinek 95 szazalékat tartalmazza”. A szdzalék ekkor ugy ér-
tendd, ahogy azt a priorban értelmeztiik.

A pontbecslés feladata ugy fogalmazhaté meg, hogy keressiik azt a pontot (jel-
lemz0t, paraméterértéket), amely valamilyen szempontbdl a lehetd legjobban jellem-
zi a posterior eloszlast. A feladat nem egyértelmtl, hiszen ahhoz, hogy ezt a kitlinte-
tett pontot megtalaljuk, pontosan meg kellene fogalmazni a vele szemben tamasztott
kovetelményeket. Altalaban az a szokas, hogy valamilyen veszteségfiiggvényt defi-
nidlunk, ami kifejezi, ha nem az adott pontot valasztanank az egész eloszlas jellem-
zésére, akkor stlyozottan mennyi informaciét vesztenénk. Példaul, ha a slirliség-
fliggvény szélén jeloljiik ki ezt a kitlintetett pontot, akkor a magas fiiggvényértéki
(és igy nagy sulyu) értékek messze keriilhetnek téle, ami noveli a veszteséget. Cél-
szerl veszteségfiiggvénynek valami szimmetrikus fliggvényt valasztani, ami a mind-
két iranyu eltéréseket azonos mddon biinteti, a nagy eltérést természetesen jobban.

Ha a posterior valtozot 0 -val, a kitiintetett pontot (pontbecslést) é—pal jeloljik, ak-
Ry o
kor vagy a (6—9) kvadratikus vagy a ‘6—6‘ abszolutérték-fiiggvényt tekintjiik

veszteségfliggvénynek, és azt a 0 értéket tekintjiilk pontbecslésnek, amelyikre a
veszteségfliggvény varhato értéke minimalis. Egyszerii levezetéssel igazolhatd, hogy
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a kvadratikus veszteségfiiggvény a posterior varhatd értéket, az abszolut értékre épii-
16 veszteségfiiggvény a posterior mediant eredményezi pontbecslés gyanant. A vesz-
teségfiiggvények esetén tovabbi kényelmes valasztas az Gn. ,,mindent vagy semmit”
veszteségfliggvény, amely esetén a pontbecslés a posterior mdédusz lesz, illetve su-
lyozott abszolutérték-veszteségfiiggvény esetén a pontbecslés a sulyok altal meghata-
rozott kvantilis lesz.

Ha ezek koziil barmelyiket is valasztjuk pontbecslésnek (a varhat6 érték valaszta-
sa a leggyakoribb), azzal jellemezhetjiik a posterior eloszlast, és 6sszevethetjiik azt a
klasszikus becslés soran kapott megfeleld paraméterrel. Soha ne feledjiik azonban,
hogy ez az 0sszevetés a kiindulo feltételek eltéré volta miatt csak korlatozott érvé-
nyt, hisz mindkét becslés csak a sajat feltételrendszere kozott értelmezhetd. Arra is
fel kell hivni a figyelmet, hogy a bayesi pontbecslés esetén értelmetlen olyan tulaj-
donsagokat keresni, amelyek csak ismételt mintavételnél érvényesek (példaul torzi-
tatlansag, konzisztencia stb.). Végiil megemlitjiikk, hogy a bonyolult valés modellek
esetében a posterior jellemzék numerikus meghatdrozasa nem egyszeri feladat, ezért
megoldasa komoly szdmitastechnikai hatteret tételez fel.

4.2. Hipotézisvizsgalat

A bayesi hipotézisvizsgalat — hasonldan a becsléshez — 1ényegesen eltér a klasszi-
kus statisztikaban megszokottol. Bar kiindulopontjuk, a nullhipotézis, valamint az el-
lenhipotézis fogalma és megfogalmazasa latszolag hasonld, valojaban mar itt is 1é-
nyegi szemléletbeli kiilonbség van. Mig ugyanis a klasszikus statisztikaban e két hi-
potézist nem kezeljliik szimmetrikusan, a bayesi statisztika hipotézisei szimmetriku-
sak és megfordithatok. A klasszikus statisztikdban a nullhipotézis kitlintetett szerepet
jatszik, és dontésiink valdjaban nem az, hogy a nullhipotézis vagy az ellenhipotézis
igaz, hanem a nullhipotézis elutasithatd/elutasitandd-e, avagy ennek hijan el kell-e
azt fogadnunk. Figyeljiikk meg, ez mas, mint az egyszerii valasztas a két hipotézis ko-
z0tt!

A bayesi teszteljaras két kulcsfogalma (a hipotézisek mellett) a prior és a
posterior esélyhanyados (odds), melyek definicidi:

Pr(H,|y)

Pr(H,|y)

A prior esélyhanyados (PRO) azt mutatja meg, hogy induldskor, mintavétel el6tt
melyik hipotézist tartjuk valosziniibbnek, mig a posterior esélyhanyados (POO) ezt a
mintavétel utdn, a mintdban rejlé informaciok feldolgozasat kdvetden méri. A két

pro - 2rUh)

Pr(H,)

, illletve POO =
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mennyiség kozotti Osszefliggés egyetlen 0 paraméter esetén (amelyikre a hipotézi-
sek vonatkoznak) folytonos esetben:

pr(H,) [Pr(y[6,H,)Pr(6]H,)o0

POO= N 9
Pr(H,) jPr(y|9,H0)Pr(e|H0)ae

ami nem mas, mint a prior esé¢lyhanyados és egy atlagos likelihood hanyados szorza-
ta. Ez a masodik tényez6 azt mutatja, hogy miként valtozott a két hipotézis megitélé-
se a mintavétel kdvetkeztében. Ez valojaban a Bayes-faktor legegyszeriibb valtozata,
¢és ez az alapja a bayesi szemléletii informacids kritériumoknak, amelyeket a modell-
valasztasban kiterjedten hasznalnak.

A hipotézisvizsgalat ezek ismeretében mar egyszerii: ha a posterior esélyhanya-
dos egynél nagyobb, akkor mintavétel utdn az ellenhipotézist tartjuk esélyesebbnek,
¢és azt fogadjuk el, mig ha egynél kisebb, akkor a nullhipotézist. A mutatok szdmitasa
viszonylag bonyolult is lehet, de maga a dontés egyszerli. Egyrészt figyeljik meg
azt, hogy a két hipotézist (amelyek egyébként itt is egymast kizarok, mint a klasszi-
kus esetben) teljesen szimmetrikusan kezeljiik. Méasrészt tudomasul kell venniink,
hogy ez esetben a klasszikus teszteknél megszokott olyan fogalmak, mint a
szignifikanciaszint, vagy a p-érték, értelmetlenek, hiszen azok a mintak dsszességére
tesznek valamiféle megbizhatosagi allitast. Ebben az esetben ez haszontalan és feles-
leges. Valojaban egy egyszeri, szinte leiré mutaté értéke alapjan hozzuk meg a don-
téstinket.

5. Technikak és alkalmazasok

Miutan nagyon roviden attekintettiik a bayesi gondolkodas és kozelebbrdl a sta-
tisztikai kovetkeztetések lényegi kérdéseit, szolnunk kell néhany szot a szamitasok,
modellek megvaldsitasarol is. Mar az eddigiek alapjan is lathatd, hogy a bayesi
elemzések soran a klasszikus statisztikdban megszokott technikak helyett mas irdny
szamitasokon van a hangsuly. A bayesi statisztika jellemz6 szamitasigényes fazisai a
posterior értékeléséhez és az az alapjan torténd elemzésekhez kapcsoldodnak. Emlitet-
tiikk a konstans kiintegralasat, de idetartozik a sokdimenzios eloszlasok peremeinek
meghatarozasa, bonyolult eloszlasok varhat6 értékének, medidnjanak, momentumai-
nak meghatarozésa, a legsziikebb intervallum szamitdsa és a posterior esélyhanyado-
sok kiszamitasa. Ezeknek a szamitasi feladatoknak a nagy része a fiiggvények nume-
rikus kezelésére (integralds, sz€éls6érték-szamitas) vezethetd vissza. Részben ennek
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az igénynek a hatasara alakultak ki az utobbi évtizedekben azok az algoritmusok,
amelyek ezeket a feladatokat kiilonféle mintavételeken alapuld szimulacids techni-
kakkal oldjak meg. Kiemelked6 koziilik a nagyon hatékonynak bizonyuld és kivéte-
les népszeriiségre szert tevd Markov-lancokon alapulé Monte-Carlo-algoritmusok
(Markov Chain Monte Carlo — MCMC), amelyeket egyesek minden id6k tiz legfon-
tosabb algoritmusai egyikeként aposztrofalnak (Andrieu et al. [2003], Geweeke
[2005]). Ezek lényege: a vizsgalni kivant eloszldsokbdl mintat vesznek gy, hogy
egy alkalmasan kidolgozott Markov-lanc vezeti a mintavételt. A mintdk empirikus
jellemzdibdl pedig kovetkeztetni lehet azok analitikusan nem, vagy csak nehezen
vizsgalhat6 tulajdonsagaira. A MCMC jelenleg is a kutatasok homlokterében all, de
sok algoritmusa mar forgalomban levé szoftverekben (példaul R, WinBUGS,
OpenBUGS) elérheté. Az MCMC-modszerr6l magyar nyelven Kovdcs—Balogh
[2009] cikkében olvashatunk.

Ami a bayesi statisztika alkalmazasait illeti, azok igen kiterjedtek. Teljesen re-
ménytelen vallalkozas lenne még ennél joval nagyobb 1élegzetli miiben is kisérletet
tenni ezek valamennyire is teljes vagy akar reprezentativ attekintésére. Ezért itt csak
teljesen szubjektive emeliink ki néhany jellemz6 példat. Erdekes megemliteni, hogy
az alkalmazasok gyakran a bayesi statisztikanak inkabb csak a technikajat veszik at,
a valodi mogottes keretrendszert nem. Igy olykor furcsa, 6szvérmegoldasok sziilet-
nek. Csupén a tarsadalmi-gazdasagi elemzés teriiletérél hozva a példakat (hiszen mas
szakterlilet eredményeire a szerzének nincs elegendd ralatasa), kezdetben gyakoriak
voltak az egyszerli becslésekhez (arany, atlag, értékosszeg) kapcsolodo kiilsé infor-
macids becslések. Az 6konometriaban az idésoros modellek paramétereire vonatko-
706 keresztmetszeti informaciokat egyebek kozott bayesi keretekben kezelték (Zellner
[1978]). Nagy hatasu volt Shiller [1971] tanulmanya, melyben az osztott késleltetésii
modellek becslési problémaira talalt rugalmas bayesi megoldast. Ugyanerre az otletre
épitve mutathaté meg példaul a ridge-regresszié néhany fontos tulajdonsaga. Ujab-
ban a hagyomanyos elemzési feladatokban megszokottnal nagyobb informacios hal-
mazra épiild, sok ismeretlen paramétert tartalmazé becslések esetén alkalmazzak ki-
terjedten a bayesi modszereket. Az ilyen feladatok koziil kiemelendék a BVAR-
(Bayesian vector autoregressive) ¢és a latens valtozés modellek, a dinamikus faktor-
modellek, valamint altalaban azok, amelyeknél a nagyszamu paraméter dSnmagéban
nem lenne identifikalhato.

A magyar gazdasagmodellezési gyakorlatban sajnos nagyon kevés bayesi inditta-
tasu irassal lehet talalkozni. Ezek koziil talan Gal [1998], Virpalotai [2008], vala-
mint Kovdcs és Balogh [2009] munkait kell megemliteni. Gal egy biztositd sajat al-
loményara vonatkozd haldlozési valdsziniliségeit korévenként becsiilte. A priort or-
szagos halandosagi tablakbol vette at, és béta-eloszlast feltételezett, mig a minta sze-
repét a biztosito sajat dllomanyanak haldlozési adatai jatszottak. Az évenként becsiilt
posterior valdszintiségeket mozgo atlagolassal simitotta, és igy kapott jol hasznalhatd
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halalozasi valdsziniiségi gorbéket. Varpalotai a Shiller-féle DL- (distributed lag) mo-
dellt alkalmazta arbegytirtizések vizsgalatara, valamint ezek elérejelzésére. Modellje-
iben 6 haszndlt el6szor Magyarorszagon MCMC-modszereket. Kovacs és Balogh a
sertésarak alakuldsat jelezték elore a bayesi statisztika segitségével.

Az utobbi években a szakirodalom tanusaga szerint szamos teriileten fordulnak a
statisztikusok a bayesi modszertan felé, melynek népszeriisitésébdl a kiilon erre a
célra alakult tudoményos tarsasag is kiveszi részét (http://bayesian.org). Az egyre
névekvo és konnyen hozzaférhetd informéacios forrasok (elektronikus adatgytijtés, in-
ternet stb.), valamint a novekvd szamu és konnyebben hozzaférhetd szoftverek abba
az iranyba mutatnak, hogy mind tobb informaciot lehet beépiteni a modellekbe. Fon-
tos azonban, hogy ennek ne csak modszertanaval, de az alkalmazas feltételrendsze-
rével és az eredmények helyes értelmezésével is tisztaban legyenek az alkalmazok.

6. Osszefoglalas

A bayesi gondolkodas azon az egyszeri modellen alapul, hogy meglévd tudasbol
indul ki, amelyet kombindlva, konfrontalva az adatok altal kdzvetitett tapasztalatok-
kal, a tudas magasabb szintre emelhetd. Mindez tampontot nytjt ahhoz, hogy bizony-
talan helyzetekben donthessiink, jo keretet teremt a tudomanyos gondolkodasnak,
alapot ad a kiilonb6z0 szakteriileteken a modszer helyes kialakitasara. Ugyanakkor a
bayesi megkozelités egy sor elemét (elsOsorban a szubjektiv valosziniiség 1étjogo-
sultsagat a tudomanyos médszertanban, és a szubjektiv priorokat) maig is erdsen vi-
tatjak. Igy van ez a statisztikiban is, amelyet talan a leginkabb kozvetlen modon
érintett a bayesi gondolkodas. A bayesi statisztika ennél fogva gyokeresen kiilonbo-
zik a klasszikustol: masok az induld feltevései, masok az eszkOzei és természetesen
eredményei is. Igen 1ényeges kiilonbség az, hogy a bayesi statisztika szakit a klasszi-
kus statisztika ismételhetd mintakon alapulé koncepciojaval, és ebbodl kovetkezden
minden ezekhez kapcsolodd eredményt (becslési kritériumok, konfidenciasavok,
szignifikanciaszintek stb.) negligél, illetve atértelmez. Ezzel a klasszikus statisztika
egy sajatos ellentmondasat oldja fel (,,egy mintabdl szamolunk, tobb minta feltétele-
zésével értékeliink™). Igaz, helyette bevezeti a mar emlitett szubjektivitast, aminek
keveredése az objektiv valosziniségekkel komoly értelmezési nehézségeket vet fel.
Meg kell jegyezniink, hogy a szubjektivitas okozta gondokat némiképp enyhitheti, ha
az elemz6 feltevéseit pontosan és transzparens moédon fogalmazza meg és mutatja be.
Ezzel egyébként helyes utat mutathat a statisztikai etika felé is, hiszen a szamitasok
¢és az eredmények reprodukalhatésaga fontos, de nem mindig teljesiilé kovetelmény.
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Nem feladatunk a klasszikus és a bayesi statisztika kdzotti kozel évszazados vita-
ban allast foglalni, hiszen a két irdnyzat mindegyike értékes eredmények bolcsdje,
sOt nem ritkan nem egymassal szemben allva, hanem egymast erdsitve, megtamogat-
va léteznek. A gyakorlatban rohamosan tor eldre a bayesi szemlélet, de az alkalma-
zott statisztika alapjai még mindig szilardan klasszikus szemléletiick, és a bayesi
modszerek is nagyon gyakran ebbdl taplalkoznak. A statisztikaoktatdsaban ugyanak-
kor a klasszikus szemlélet egyeduralkodd, bar sok helyiitt (igaz, inkabb doktori kép-
zésben) oktatnak mar bayesi szemléletl statisztikat. Megitélésiink szerint a két egy-
mastol nagyon kiilonbozo felfogasti modszertan tartds egyiittélésre van itélve: a fel-
adatok egy részénél az egyik, mas részénél a masik keriilhet elétérbe. Ahhoz azon-
ban, hogy ez az egyilittélés békés, s6t mindkét iranyzat szdmara hasznos legyen, mii-
vel6iknek (els6sorban a klasszikus statisztikaénak) egymas eredményeit kellene kol-
csOndsen €s alaposan megismerniiik. Ezért az ismeretterjesztés minden szinten fon-
tos: célszerii lenne bayesi bevezet6t adni mar egyetemi statisztikai alapkurzusokon, a
fels6agi oktatasban a bayesi kurzusok nagyon kellenének, és a szakmai folydiratok
részErdl is hianyzik biztatds a bayesi indittatasu tanulmanyok publikalasara. Ez a
dolgozat is, a maga szerény eszkozeivel, ezt a célt szeretné szolgalni.
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Summary

The article summarizes the key elements of Bayesian thinking and particularly those of the
Bayesian statistical inference. Its starting point is the original Bayes theorem which can be re-
garded as a general frame of modelling, moreover, as the basis of the scientific methodology ac-
cording to the author’s demonstration. While discussing the statistical inference, the article high-
lights the points distinguishing the classical and the Bayesian statistics. Among the main elements
of Bayesian inference, the construction of the different priors is underlined. The discussion is fo-
cused on the analysis of the posterior, and notably on the posterior indicators (like posterior mean
and variance) which can form bridges between the classical and Bayesian results. Bayesian test
procedures are touched upon, and the special tools of numerical computations (like MCMC algo-
rithms) are emphasized as well. From the host of applications, some Hungarian economic model-
ling attempts are quoted. As a final conclusion, the author states that the two approaches are com-
plementary rather than competing but the closer cooperation and further development of both lines
requires better understanding of these methodologies. This suggests the responsibility of education
and that of the scientific publications.
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