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Monte—Carlo—médszerek Osszefoglald névvel illetiink szamos eljarast, technikat,
melyek kozos jellemzdje, hogy véletlenszam-sorozatok generalasan alapulnak. A
modszerek népszerliségének oka rendkiviil egyszerii: analitikusan kovethetetlen fel-
adatok eredményeit vagyunk képesek tetszoleges kozelitéssel meghatarozni veliik. A
robbanasszeri elterjedéshez a matematikai alapok lefektetésén kiviil sziikség volt
egy masik Osszetevore, a véletlen értékeket generald, a szamitdsokat gyorsan elvégzd
szamitogépekre. A bemutatott példakat a népszerii, ingyenes R (2011) programcso-
mag segitségével oldottam meg, kérésre a kodokat rendelkezésre bocsatom.

Napjainkra a modern statisztika alapvetd eszkdzévé nétte ki magat ez a széles te-
riilet, melyr6l megkisérlek atfogd, de nem tulsdgosan mély képet nytjtani. A tanul-
many felépitése a témaval foglalkozd szakkonyvek (Albert [2009]; Casella—Berger
[2002]; Rizzo [2008]; Robert—Casella [2004], [2010]) strukturdjat koveti, azokbol
néhany példat is atvesz. Az altalanos bevezetd utan a kiilonb6zé eloszlasokbol vald
véletlenérték-generalas egyszerli technikait szemlélteti, majd az egyik gyakran al-
kalmazott teriiletet, a Monte-Carlo-integralast és az ehhez kapcsoldédd varianciacsok-
kentd modszereket targyalja. F6 célja a modszerek mogotti intuicid és a lehetséges
felhasznalasi teriiletek bemutatasa.

1. A Monte-Carlo-madszerekrol altalaban

A véletlen események felhasznalasanak Gtlete nem Uj a statisztikaban, mar a sza-
mitogépek megjelenése elbtt is voltak alkalmazasai, elég csak a Buffon-féle tliprob-
Iémara (n kozelitése a padlora dobott tiik segitségével a XVIII. szazadban) vagy a
Gossett nevéhez f1iz0d0, t-eloszlasrol sz616 cikkre (Student [1908]) utalni. A véletlen
értékek felhasznalasanak torténetérdl, a modszerek fejlodésérdl az érdeklddd Olva-
sénak példaul Robert—Casella [2011] nyjt kimerits irodalomjegyzéket.'

A valos statisztikai alkalmazasok felsorolasa, azok soksziniisége miatt szinte le-
hetetlen: hagyomanyos alkalmazasi teriilet a kiilonboz6 tesztek erdfiiggvényeinek ki-
szamitasa, kritikus értékek vagy becslofiiggvények jellemzdinek (paraméterek, MSE,
percentilisek stb.), konfidenciaintervallumok takarasi valdszinliségének meghataro-
zasa. Ebbe a korbe tartoznak a Bootstrap- és Jackknife-moddszerek is. Ezen kiviil fon-
tos szerepet toltenek be a Monte-Carlo- (MC-) és Markov-lanc Monte-Carlo-
(MCMC-) moédszerek a bayesi statisztikaban (Hunyadi [2011]), ahol a feladat 6ssze-

' Lasd err6l Kehl [2012] Statisztikai Szemle hasabjain megjelent rovid ismertet6jét.
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tett, sokdimenzids stiriiségfliggvények (poszteriorok) leirdsa, amely szinte minden
esetben integralok meghatarozasat jelenti a gyakorlatban. A harmadik nagy felhasz-
nalasi teriilet a sztochasztikus optimalizacio, amely Osszetett fiiggvények szélsoérté-
keit, illetve szélséértékhelyeit keresi. Tipikusan ilyen probléma az Osszetett
likelihood fliggvények maximumanak keresése ML-becslés meghatarozasakor.

Tanulmanyomban a véletlen szamok generalasarol altalaban, valamint az egysze-
ribb MC integralasi technikdkrol ejtek szot. Az MC optimalizacios, valamint a
MCMC-technikak bemutatasa jelen irasnak nem célja, utdbbiakat egy késoébbi cikk-
ben tervezem targyalni. A szimuldciok kovetkeztetéses statisztikdban torténd alkal-
mazasa és a sztochasztikus optimalizacid onmagaban szintén egy-egy atfogd dolgo-
zat témaja lehetne.

2. Véletlen szamok egyszerii generalasi technikai

A szamitogépes véletlenszam-generalas alapja gyakorlatilag az egyenletes eloszlas.
Nem kivanok részletesen foglalkozni azzal, hogy a szamitogépek csupan un. pszeudo
véletlen szam létrehozasara képesek. Az ilyen modszerek tulajdonképp egy hosszu so-
rozatot allitanak el6, amely matematikai tulajdonsagai alapjan megfeleld mindséglinek
tekinthet®.? Valamennyi, szamitasi célokat is szolgald programcsomag tartalmaz
egyenletes eloszlasbol szarmazd véletlenszam-generatort, R-ben ez a fliggvény a
runif(), Excelben a vél(), Matlabban pedig a rand(). A szoftverek alapértelmezésben az
un. Mersenne Twister-eljarast hasznaljak, amely egy gyors, j6 mindségil, pszeudo vé-
letlen szamokat general6 algoritmus (Matsumoto—Nishimura [1998]). Véletlen szamon
tehat ezentll pszeudo, szamitogép altal generalt véletlen szamokat értek. A kiilonb6z6
ismert, gyakran hasznalt eloszlasokbdl szarmazo véletlen szamok hatékony generala-
sanak komoly irodalma van, amivel szintén nem kivanok foglalkozni.

A kovetkezokben roviden bemutatom — egy-egy illusztrativ példaval kiegészitve
— a leggyakrabban alkalmazott véletlenszam-generalasi eljarasokat. Hangsulyozom,
hogy a példak dont6 tobbsége pusztan illusztrativ, a cél a médszerek mogotti intui-
cio, az eldnydk és hatrdnyok bemutatisa, nem hatékony modszerek fejlesztése.

2.1. Inverz eloszlasfiiggvény modszer

A véletlen szamok generalasanak talan legegyszerlibb modja az un. inverz elosz-
lasfiiggvény modszer (inverse transform method), hatranya azonban, hogy nem min-

% Létezik olyan R-csomag, mely a www.random.org honlapon keresztiil igazi véletlen szamokat hasznal,
azonban tudomanyos célokra a megfeleléen jo mindségli pszeudo véletlen szamok teljesen elfogadottak.
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den esetben alkalmazhat6 (példaul tobbvaltozds eloszlasok). Ha X folytonos vélet-
len valtozo6 Fy(x) eloszlasfiiggvénnyel, akkor U =Fy (X)~Unif(0,1), azaz

egyenletes eloszlast a [O,l] intervallumon (Un. probability integral transform).
Hasonloan belathatd, hogy (amennyiben az inverz létezik) F;(U ) eloszlasa
megegyezik X eloszléséval, azaz a feladatunk Fy'(U) meghatérozasa, majd vélet-

len u~Unif (0,1) generalasa és Fy'(u) kiszdmitisa. Az elmélet kiterjeszthetd
(Angus [1994]) — az inverz fogalom altaldnositasaval — tobbek kozott a folytonos el-
oszlasokrol diszkrétekre.

Példaként  tekintsik a  Cauchy-eloszlas — eloszlasfiiggvényét:  F(x)=

_1 +larctan(x — HJ , amib8l az F~'(u)=p+ ctan[n(u —lD inverz egyszerii
2 = c 2
atrendezéssel adodik.

Nincs mas dolgunk tehat, mint a kivant szamt 0-1 kozotti egyenletes eloszlast
érték generaldsa, majd azokon az inverz transzformacio elvégzése. Hasonlé6 mddon
allithato elé példaul exponencialis, logisztikus vagy Rayleigh-eloszlasu véletlenval-
tozd-sorozat. A csonkolt normalis eloszlas példajat mutatja be Varpalotai [2008]
dolgozata fliggelékében.

2.2. Direkt transzformacios modszer

A kivant véletlen értékek eldallitasa sok esetben megoldhatd ismert eloszlasok
kozotti matematikai Osszefiiggések segitségével. Standard normalis véletlen valtozok

négyzetre emelésével és Osszegzésével allithatunk el X,ZC eloszlast. Casella és

Berger (]2002] 627. old.) atfogo képet adnak a gyakran alkalmazott eloszlasok kap-
csolati halojarol, ami alapjan a mdédszer konnyedén implementalhatd. Példaként em-
lithetném még a lognormalis véletlen valtoz6 generalasat standard normalis eloszlas-
bol, vagy F-, illetve Student ¢-eloszlasu értékek létrehozasat. Transzforméacion alapul
a normalis eloszlasu valtozokat generald Box—Miiller [1958] algoritmus is, amely
egy egyenletes valtozoparbol normalis eloszlasu valtozopart allit elé. A direkt transz-
formacios modszer nyilvanvald hatranya, hogy nem szokvanyos eloszlasok esetén
ilyen lehetdség ritkan all fent.

2.3. Az elfogadas-elutasitas modszere

Az elfogadas-elutasitds modszer (acceptance-rejection method) alkalmazasahoz
sziikségiink van egy olyan eloszlasra (forraseloszlasra — g ), melybol konnyedén tu-
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dunk véletlen szdmokat generalni, raadasul megfelelden ,,kozel” van ahhoz az elosz-
lashoz, melybdl generalni szeretnénk (céleloszlas — f). Legyen X és YV két vélet-

len valtozo és jelolje siiriiségfiiggvényiiket rendre f és g . Tegyiik fel tovabba, hogy
létezik olyan ¢ konstans, melyre

~

(¢

t

<c /1/

—_~
~—

g

fennall minden olyan ¢-re, ahol f (t)>0. A cél elegendGen alacsony, lehetbleg a
legalacsonyabb ¢ megtalalasa /1/-ben egy olyan g-hez, amely elég hatékony és

konnyen generalhat6. Amennyiben megtalaltuk a megfeleld forraseloszlast és a hoz-
74 tartozd konstanst, a kdvetkezo 1épéseket kell elvégezniink:

1. Generaljunk egy véletlen y szamot Y eloszlasbol.

2. Generaljunk u ~ Unif (O,C xg( y)) egyenletes eloszlast véletlen
értéket.

3. Amennyiben teljesiil u < f(y), fogadjuk el y-t X-b8l szér-
maz6 véletlen szamként, azaz x =y, ellenkez6 esetben utasitsuk el,
majd térjiink vissza az /. pontra.

f(»)

Adott Y =y feltételhez tartozo elfogadasi valoszinliség tehat T a 3. 1épés és
cgly

az egyenletes eloszlas eloszlasfliiggvénye alapjan. Barmely iterdcid dsszesitett (felté-

T ()

tel nélkiili) elfogadasi valosziniisége I cg—(y) g(y)dy= %, igy egy X-bol szarma-
z6 véletlen szam atlagosan ¢ iteraciot, azaz 2c (¢ a forras, ¢ az egyenletes elosz-
lasbol) véletlen szam generalasat igényli. Amennyiben nem talaljuk meg a megfeleld
(minimalis) c¢-t, a modszer alkalmazhat6 marad, de nem hatékony. A ¢ Kkonstans
tartalmilag a javasolt forraseloszlas maximalis tdvolsagat méri a céleloszlastol.

Az elfogadas-elutasitas modszer bemutatasara standard normalis valtozokat alli-
tunk el6. Els6 1épésként egy, a standard normélishoz hasonld, kénnyen generalhatd
eloszlast kell keresniink. Legyen ez a mar megismert Cauchy-eloszlas standard val-
tozata, hisz abbdl konnyedén tudunk generalni a megirt inverz eloszlasfiiggvény elja-
ras vagy beépitett fliggvény segitségével. Megfeleld valasztas lenne természetesen
barmely egyéb, a valos tengelyen értelmezett fliggvény is. Praktikus, ha olyan filigg-
vényt valasztunk, mely vastagabb eloszlasszéllel rendelkezik, mint a céleloszlas. Ma-
sodik 1épésként meg kell hataroznunk a lehetd legkisebb konstanst /1/-ben a kiva-
lasztott g-hez, ehhez irjuk fel a sliriségfliggvények hanyadosat:
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A hanyados feliilrél korlatos, azaz a Cauchy-eloszlas megfeleld forras a normalis
céleloszlashoz. Keressiik meg azokat az x, értékeket, melyeknél a fliggvény a ma-

ximumat veszi fel. A hdnyados derivaltja alapjan konnyen megéllapithato, hogy a
fiiggvénynek két maximuma van az x, ==+l pontokban (valamint lokalis minimuma

az x=0 pontban). A maximumhelyeken a fliggvény értéke, azaz a lehetséges mini-

1
malis konstans +2me 2 =c=1,52.

A moddszer megértését segiti az 1. abra, melyen a standard normalis ( f ), a Ca-
uchy ( g) és a konstanssal szorzott Cauchy (c X g) eloszlasokat, valamint 100 itera-

cioval kapott véletlen értékeket abrazoltam.

1. dabra. Elfogadas-elutasitas modszer

0,57
’ "+

f —f—eloszlas

’_‘lT_ \‘ f .'-1<1,’<
0,47 _q_ 1 «+= g — lorraseloszlas

} ‘1 = =cxg— korrigalt forraseloszlas

0,3 |
0,2
0,1

A folytonos vonallal feltiintetett normalis eloszlasbol kivanunk generalni, még-
hozz4 a pontozott vonallal abrazolt Cauchy-eloszlas segitségével. Ehhez megkeres-
tem azt a legkisebb c-t, amellyel a Cauchy-eloszlast szorozva a megnyujtott gérbe
lefedi a teljes céleloszlast (szaggatott vonal). Ezutdn a Cauchy-eloszlasbol genera-
lunk egy véletlen szamot ( y) ,amir6l a 0 és cx g( y) kozotti egyenletes eloszlas-
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bol szarmazé véletlen érték és az adott pontban érvényes f ( y) dont: a két gorbe ko-
zott helyezkedik-e el (elutasitas — kereszt) vagy a normalis eloszlas stirliségfiiggvé-
nye alatt (elfogadas — kor). A korrel jelolt pontok elsé koordinatai standard normalis
valészinliségi valtozobol generalt véletlen értékeket képeznek.

Ahogy emlitettem, ¢ egyben az egy céleloszlasbol szarmazd véletlen szamhoz
szlikséges iteraciok atlagos szamat is jelenti. Amennyiben példaul 10 000 standard
normalis valdsziniiségi valtozot szeretnénk generdlni, ugy atlagosan 15 200 iteracid-
ra, azaz 30 400 véletlen szam eldallitdsara van sziikség.

Végiil megjegyzendd, hogy a modszer abban az esetben is alkalmazhato, ha a cél-
eloszlasnak csupan az alakjat ismerjiik, a normalizald konstanst nem, ahogy ez a

T " ~—1
bayesi statisztikaban gyakran el6fordul. Ebben az esetben azonban ¢~ nem az elfo-
gadas valOszinlisége, mert az ismeretlen normalizal6 konstans ,,beszivarog” c-be.

3. Integralasi modszerek

ElsO latasra taldn szokatlan integraldsi modszerekrdl olvasni statisztikai tanul-
manyban, mégis gyakran kell élniink ezzel az eszkdzzel. Integralas eredményeképp
kaphatjuk meg folytonos valosziniiségi valtozok varhat6 értékét, egyéb momentuma-
it, kvantiliseit. A bayesi statisztikaban mind a prior, mind a poszterior slirliségfiigg-
vénnyel irhat6 le, a normalizalo konstans (ami az egységnyi integralértéket biztosit-
ja) azonban gyakran nem ismert és analitikusan nem is meghatarozhatd. Az ilyen és
ehhez hasonld esetek megoldasara mutatok be olyan modszereket, melyek analitiku-
san nem kezelhetd hatarozott integralok meghatarozasara szolgalnak. Az ismert de-
terminisztikus mddszerek a fliggvényt egyszerli alakzatokkal kozelitik, hatranyuk,
hogy magasabb dimenzidszam esetén konvergenciajuk lassul. A véletlen értékek ge-
neralasan alapuld n. MC-modszerek implementalasanak egyszeriisége magasabb
dimenzidszam esetén is megmarad, ezért dsszetettebb, sokvaltozds problémak esetén
eldszeretettel hasznaljak dket. A hagyoméanyos MC-becslés varianciajat csokkentd
eljarasokat a 4. fejezetben fogom bemutatni.

3.1. Determinisztikus modszerek
Tekintslink egy egydimenzios integralt, melyet ugy kozelitiink, hogy az integrala-

si intervallumot k részre osztjuk, a részintervallumokra kapott integralokat pedig
Osszegezziik:
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b —1%i+1
jf(x)dxzk 1 [ f(x)ax, 12/
u i=0 .

i

ahol az [a,b] intervallumot [x;,x,] intervallumokra osztottuk, ugy, hogy
i=01...k-1¢és xy=a, x, =b.

A részintervallumok teriiletének kozelitése alapjan kiilonb6z6 modszerek 1étez-
nek. A legegyszeriibb esetben a bal oldali végpontban vett fliggvényérték és az
X, — X, 1épéskoz szorzataként, azaz egy téglalappal kozelithetjiik a teriiletet. M4s-
ként fogalmazva a fliggvényt minden részintervallumon egy konstans értékkel he-
lyettesitjiik, 1€pcsdssé alakitjuk, ez az in. Riemann-kozelités. Amennyiben minden
részintervallum egyenld hosszlisagl, a szamitas tovabb egyszeriisodik, /2/ Riemann
kozelitése ekkor:

Ié(k)zAfo(a+iAx). /3/

b
Amennyiben f integralhato, gy k — o esetén I%(k) - J. S (x)dx . Természete-
a

sen a Riemann-kozelités fiigg £ értékét6l. Amennyiben tobb kiilonb6zé k-ra kivanjuk
megkapni a kozelitést, gyakori valasztas a k =[ utin az k' =2/ osztopont vélasztéasa,
hisz a masodik szamitas esetén a racspontok felén mar ismerjiik a fiiggvényértéket.

A szakaszonkénti konstans érték helyett alkalmazhat6 linearis vagy magasabb foku
polinom fliggvénnyel vald kozelités is, melyeket trapezoid és Simpson-féle eljarasnak
neveziink. Ujfent éljiink azzal az egyszeriisitéssel, hogy egyenlé hossziisagli szaka-
szokra osztjuk az [a,b] intervallumot, ekkor a trapezoid szabaly szerinti becslés:

f"(k):%f(a)Jr%f(b)JrAxif(aﬂAx). /4/

A Simpson-féle modszer a részintervallumok végpontjain kiviil azok kdzéppont-
jait is felhasznalja, a harom ponton atmend masodfoku polinomot alkalmazva a
fliggvény ¢és a teriilet kozelitésére. Az integral Simpson-féle kozelitése felirhato:

3‘(1()=%{f(a)+§4f£a+(i—%jmj+2f(a +iAx)+f(b)] /5/
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A harom modszeren kiviil természetesen léteznek egyéb, hasonld megoldasok
(példaul Romberg-modszer, Gauss-mddszer), melyekre jelen cikkben nem térek ki.
Annak eldontése, hogy milyen fliggvény esetén melyik modszer konvergal leggyor-
sabban, komoly tapasztalatot igényel, az integralok kozelité meghatarozasa azonban
rendkiviil gyors. A 2. dbra a harom moddszer kozelitését mutatja be egy kivalasztott
részintervallum abrazolasaval. Az abra alapjan lathatd, hogy a modszerek pontossaga
nem azonos a bemutatott esetben, amikor inflexids pont is van a tartomanyban, egy-
értelmiien a Simpson-féle modszer tlinik a legpontosabbnak. Azokban az esetekben,
amikor a fiiggvény az adott szakaszon egyenletes kozeli, az egyszeriibb mdodszerek
konvergalnak gyorsabban.

2. abra. Numerikus integralasi modszerek

Riemann-médszer Trapezoid-modszer Simpson-modszer

A kiilonboz6 modszerek konvergencidjat mutatja be a kovetkezd, 1. tablazat
egy olyan fiiggvény integralja esetében, ahol ismerjiik a tényleges keresett értéket.

1. tablazat
Konvergencia sebessége a harom kiilonbozd integralasi modszernél

4 Riemann- Trapezoid- Simpson-

J.e"'dx

2 modszer
k=10 0,1291114 0,1174095 0,1143208
k=100 0,1181937 0,1170235 0,1167730
k=1000 0,1171367 0,1170197 0,1169952
k=10000 0,1170313 0,1170196 0,1170172
Tényérték e?—e*=0,11701964

A numerikus integralas tobb nehézsége felmeriil mar egydimenzids esetben is,
példaul a végtelen intervallumon vett integral kiszAmitasa. Altalinossigban ez az
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eredeti fliggvény valamilyen transzformalasaval kezelhetd. Szintén meg kell emlite-
ni, hogy az implementalas egyszeriisitése miatt gyakran vessziik a részintervallumo-
kat egyenlé hosszisagunak, noha joval pontosabb kozelitést kapnank mar alacsony
k értékek mellett, ha stiriin helyeznénk el az osztopontokat azokon a helyeken, ahol
a fliggvény gyorsan valtozik, és viszonylag ritkan azokon a helyeken, ahol a fiigg-
vény megkdzelit6leg allando.

Tobbdimenzids fliggvények esetén a bemutatott determinisztikus modszerek ne-
hezen programozhatok, és a konvergencia egyre lassabb. A kovetkezd pontban sze-
repld, véletlen szamok generaldsan alapuld modszerek az egyszeriibb esetekben las-
sabban konvergalnak, azonban az Osszetettebb integralok esetén is kdnnyen imple-
mentalhatok és konvergencia tulajdonsagaikat megtartjak.

3.2. Monte-Carlo-integralas

A Monte-Carlo-integralas egy véletlen szam generaldson alapuld statisztikai
moédszer, mely az 1940-es évek vége Ota ismert, elsGsorban Neumann Janos és
Stanislaw Ulam munkassaganak koszonhetéen. A véletlen kisérletekbdl vald kovet-
keztetés gondolata — ahogy azt emlitettem — mar sokkal koradbban 1étezett, de az elsd
szamitogépek oriasi lendiiletet adtak az alkalmazésok elterjedésének.

Tudjuk, hogy ha X véletlen valtozod g(x) sirfiségfiiggvénnyel, akkor /(X))

transzformalt véletlen valtozo6 varhato értéke:

o0

p=E[h(X)]= J.h(x)g(x)dx. 16/

—00

Amennyiben rendelkeziink véletlen mintaval X eloszlasabol, ugy a fliggvényér-
tékek atlaga /6/ torzitatlan becslését adja, n — oo esetén

a=130(x) > p, 171
niq

ahol X, az i-edik mintaelemet reprezentalo véletlen valtozot jeloli.
1
b—a

szavezetjlik egy varhatd érték meghatarozdsanak probléma4jara.

Legyen X ~ Unif (a,b), igy E[h(X)] =

b
Ih (x)dx , azaz az integralést visz-
a
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b
A kovetkezd 1épéseket kell elvégezniink az jh(x) dx integral Monte-Carlo koze-

a

litéséhez:

1. Legyen n fiiggetlen X, ~ Unif (a,b) véletlen valtozo.
2. Szémitsuk ki az atlagos fiiggvényértéket: (X )==> h(X;).
nio

3. A kdzelitd integral érték: fi=(b—a)h(X).
Egyszerli Monte-Carlo-integralast alkalmazhatunk az 1. tdblazatban példaként

4
felhasznalt _[ e “dx kiszamitasara (Rizzo [2008]). Az integral kozelitését 10 000 vé-
2

letlen szdmbdl szdmitva, egy lehetséges eredmény 0,1179417, ami ugyan csak a ne-
gyedik tizedes jegyben tér el a tényleges értéktdl, azonban pontatlanabb a determi-
nisztikus moédszereknél. Vegyiik észre, hogy a determinisztikus modszerekkel ellen-
tétben most eredményeink a véletlen értékeknek koszonhetéen futtatasrol futtatasra
kis mértékben eltéréek lehetnek!

Az MC-becslés variancigja a véletlen szamok darabszamanak novelésével csok-
kenthetd, ami szamitasigényes. A konvergencia lassabb, mint a determinisztikus
esetben (foként a trapezoid és Simpson-féle mdodszerhez képest), de magasabb di-
menziokban is megmarad a konvergencia sebessége, mig a determinisztikus modsze-
rek egyre lassabba vagy alkalmazhatatlanna valnak.

Osszetettebb problémak esetén jellemzéen nem az MC-integralas implementalasa
okoz nehézséget, hanem a lassti konvergencia. Fontos olyan mddszerek alkalmazasa,
melyekkel a variancia csokkenthetd, viszont a szamitasi idot egyaltalan nem, vagy
alig novelik meg.

4. A variancia csokkentése Monte-Carlo-modszerek esetén

A fejezetben a hagyomanyos MC-integralds varianciajat, valamint négy olyan
moédszert mutatok be, melyek nem a mintaelemszam novelésével csokkentik a MC-
becslés variancigjat. Belathatd, hogy a mintadtlagon alapulé Monte-Carlo-becslés
torzitatlan és varianciaja:

(b-a)’

Var(ﬁ)=(b;—2a)2Var[;h(X[)]=—Var(h(X)), 18/

n
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ahol a véletlen értékek fiiggetlenségét hasznaljuk ki. Jelen fejezetben épp ezt a fligget-
lenséget sértjik meg oly modon, hogy a torzitatlansag tovabbra is fennalljon, a
variancia azonban csdkkenjen. Az MC-becslés variancidja tehat az integralasi hatarok-
tol, a generalt véletlen szamok szamatol és a stirliségfiiggvény alakjatol fligg. A koz-
ponti hatareloszlas-tétel szerint pedig elégségesen nagy mintaclemszam mellett — ami
gyakorlatilag mindig igaz — az integralra (tehat a fliggvényértékek atlagara) vonatkozo

2
MC-becslések normalis eloszlast kovetnek, azaz 1 ~ N| u, (b-a) Var(h(X ))] .
n

4
Az Ie‘xdx integral érték MC kozelitésének eloszlasahoz meg kell tehat hataroz-
2

nunk Var(h(X )) értékét. A varhato értéket, az integral tényleges értékét, valamint a
tobbi paramétert ismerjiik.

Tekintsiik altalanosan az X ~ Unif (a,b) valosziniiségi valtozot és hatarozzuk
meg h(X ): ¥ valoszintiségi valtozo elsé és masodrendii momentumait! Alkal-

1
b-—a

mazhatjuk /6/-ot, ahol tudjuk, hogy g(x)=

E(e_X) =j).e_x ; ! dx = ! [—e‘x]b :—e‘“ —¢ ,
valamint

—2x b — —2a
S e R =

azaz a variancia:

Var(e ™ )= E(e)- [E(e*X )} - - . /9/

A /9/ Kképletet alkalmazva a=2, b=4 esetére azt kapjuk, hogy
2
Var(e_X ) 2(32—81, azaz /8/ alapjan a 10 000 elemli mintabol all6 becslés elméleti
e
eloszlasa:
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n (b—a)2 5 L 262 )
N Y v (h(X)) |2 N e — et 22
A= N| = = Var (h(X)) © ¢ 100008

A 3. abran az elméleti és a 20 000-szer megismételt, egyenként 10 000 véletlen
szamot felhasznald6 MC-becslés eredményei lathatok. A 3. abrara és a becslés
varianciajara kés6bb, a varianciacsdkkentd eljarasok bemutatdsa soran visszautalok,
ugyanez az elméleti stirtiségfliggvény szerepel a 4. dbran is.

3. dbra. Az integral érték atlagolason alapulo MC-becslésének elméleti és empirikus eloszldsa,

valamint a tényleges érték

700

600 — e — Empirikus hisztogram
--- Elméleti eloszlas
I N T Teényleges érték
500 \

400
300 —
200 —|

100 —

0.114 0115 0.116 0.117 0118 0.119 012
A
n
Az closzlas ismerete lehetdséget teremt arra, hogy becslésiink koré

konfidenciaintervallumot épitsiink a szokdsos médon, &m most csupan benchmark-
ként fogjuk azt felhaszndlni.

Var(6,)
Var(@z)

mindkét becsléfiiggvény torzitatlan modon becsiili 0-t. Ebben az esetben 6, haszna-

7

Amint az ismert, 0, becsléfliiggvény hatdsosabb 6,-nél, ha <1 és

lata 6, helyett a varianciaban

Var(e1 ) — Var(ez)

x100 /10/
Var(0,)

szazalékos csokkenést eredményez.
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A variancia csokkentésére a kovetkezOkben négy fontos eljarast mutatok be, az
ellentétes (antitetikus) valtozok (antithetic variables), az ellendrzé valtozok (control
variables), a fontossagi mintavételezés (importance sampling) €s a rétegzd mintavé-
telezés (stratified sampling) modszereit. Ezek alapdtlete nem ismeretlen, az ellendrzo
valtozok modszere regresszids becslés, a fontossagi mintavételezés a hanyados-
becslés, a rétegz0 mintavételezés a rétegzett mintavétel (Galambosné [2011]) logika-
jat alkalmazza a variancia csokkentésére.

4.1. Antitetikus valtozok modszere

Tekintsiik két azonos eloszlasu, X, és X, valoszinliségi valtozo atlagat. Az at-
lag variancigja:
X +X
Var(¥] :%(Var(Xl)vL Var(X,)+2Cov(X,,X,)). /11/

Amennyiben X, és X, fliggetlenek, ugy a kovarianciatag /11/-ben 0. Ha tehat

olyan valtozokat hasznalunk, ahol a kovariancia negativ, az atlag varianciaja csokkent-
hetd a fiiggetlen esethez viszonyitva. Ez az alapvetd otlet huzddik az antitetikus valto-
z6k modszere mogott. A Monte-Carlo-szimulaciok esetén a keresett integral becslése
a[0,1] egyenletes véletlen valtozok valamilyen fiiggvénye: X, =h(U;,U,,...,U,). Te-
kintsiik X, =h(1-U,,1-U,,...,1-U, ) antitetikus becslést, ekkor a két valdsziniiségi

valtozo eloszlasa megegyezik. Paronként a véletlen valtozok kozotti kovariancia nega-

tiv, értéke —% . Ekkor bizonyithat6 (Rizzo [2008] 129. old.), hogy barmely monoton /

fliggvényre

Cov(h(U,.U,.....U,),h(1-U},1-U,,....1-U,)) <0.

A modszer gyakorlati alkalmazasa egyszeri. Generaljunk n/2 mintaelemet a
sziikséges egyenletes eloszlasbol, majd ezekbdl tovabbi n/2 ellentétes véltozot. A

negativ kovariancia miatt az ily médon eldallitott becslés variancidja alacsonyabb

lesz, mint a hagyomanyos, n darab véletlen szambol allé6 MC-becslésé. Korabban az
4

J‘e*"dx integral becsléséhez 10 000 véletlen szamot hasznaltunk fel amelyek,
2
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U, ~ Unif (2,4) eloszlastiak voltak. Amennyiben 5 000 darab véletlen szdmot gene-
ralunk U;-bSl, majd az U, = 6—U, ~ Unif (2,4) véletlen értékeket parositjuk hozza-
juk, a becslés variancidja alacsonyabb lesz. A 20 000 alkalommal elvégzett becslés
eredményeinek empirikus eloszlasat az 4. abra mutatja be hisztogramon, feltiintetve a

3. abran bemutatott (eredeti MC-) becslés elméleti eloszlasat is. Az 6sszehasonlitha-
tosag érdekében a korabbi abra vizszintes tengelyét (0,114—0,120) megtartottam.

4. abra. Az antitetikus valtozok haszndlatanak hatdsa az MC-becslés eloszlasdra

1500 =
— Antitetikus hisztogram
M --- MC-becslés eloszldsa
""" Tényleges értek
1000 — [
500 -| i
0 - = —’_"', e __
[ T T T T 1
0,114 0,115 0,116 0,117 0,118 0,119 0,12

A
U

A /10/ arany alapjan konnyedén meghatarozhatjuk a modszer hatékonysagjavula-
sat, ami 88 szazalék koruli értéket mutat, azaz antitetikus valtozok hasznalataval a
becslésiink varianciajat nagymértékben sikeriilt csokkenteni, ugy, hogy a szdmitasi
koltség, a generalt véletlen értékek szdma nem lett nagyobb. A szorddas csokkenése
a 4. abra alapjan is érzékelhetd. Hasonlo abrat rajzolhatnank a tovabbi bemutatand6
moédszerek esetén is, ettél azonban eltekintiink, csupan a variancia csokkenésének
aranyat szamitjuk ki.

4.2. Kontrollvaltozok modszere

b
Tegyiik fel, hogy a célunk Ih(x)dx becslése, és van egy olyan / fiiggvénnyel le-

irhaté (kontroll-) valtozd, mely n=F [l (X )] varhat6 értékét ismerjiik, és a két val-
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toz6 korrelal. A két fliggvénybdl konstrualhatod olyan becslofiiggvény, mely torzitat-
lan® barmely ¢ konstans esetén:

foow =h(X)+c({(X)-n). /12/

Ekkor /12/ variancidja felirhato, és célunk ¢ fiiggvényében ennek legkisebb érté-
két megtalalni:

Var (R, ) =cVar[1(X)]+2cCov(h(X),1(X))+Var[ h(X)]. 13/
A /13/ 6sszefiiggés c-ben masodfoku és konkav, igy minimalis értékét a

o Cov(h(x).I(Y)) »

Var[l(X)]

helyen veszi fel, ahol a variancia értéke

[Cov(n(x).1(x)]
Var[l(X)] ’

/15/

Var(ﬁtcom (c* )) = Var[h(X)] -

Lathatjuk, hogy a kivonando6 taggal cs6kken a variancia. Ezt tudva kiszamithatjuk
/10/ alapjan a variancia szazalékos csokkenését:

Var(0,)—Var(9,) _ [Cov(h(X),l(X))T
Var(6,) Var[h(X):l Var[l(X)

]:[Corr(h(X),l(X))]z. 16/

A /16/ képletbdl egyértelmiien latszik, hogy olyan / () fliggvényre van sziiksé-
giink, hogy /(.X) er6sen korrelal /(X )-szel. Amennyiben a valosziniiségi valtozok
ko6zott nincs korrelacio, a modszer nem hasznalhato, mas kontrollvaltozot kell keres-

niink. A feladat tehat a helyes valtozé megtalaldsa, majd az optimalis ¢ kiszamita-
sa, melyhez /14/ szerint a varianciara és a kovarianciara van sziikségiink. Amennyi-
ben ezek az értékek analitikusan nem meghatarozhatok, szimulacié segitségével ta-
lalhatjuk meg a megfelel értékeket.

Y E(fy,) = E[A(X)+c(I(X)-n)]=p+ex0=p.
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4
Tekintsiik tjra az Ie‘xdx integralt. Keressiik azt az /(X)) fiiggvényt, amely mo-
2
mentumait kdnnyen meg tudjuk hatarozni és erds korrelaciot mutat h(X )-szel. A
X-2

legegyszeribb ~ valasztds egy linearis fliggvény: /(X )=T Ekkor

Cov(h(X),Z(X)) = —% , Var[l(X)] = é , azaz /14/ alapjan ¢* =6e™*. A varian-
cia értéke itt /15/ és a mar korabban levezetett A (X ) -re vonatkozo momentumok se-

gitségével:

2
Var(h(X)+c(/(X)-n))= eze_Sl ~3e™ ~0,0000653,

ami azt jelenti, hogy a variancia csokkenése /16/ alapjan kozel 94 szazalékos:

Var(el)—Var(Gz)z 6 0,939
Var(6,) e’ -1

Célunk kozvetleniil nem csupan p=F [h(X ):l , hanem az integral kozelitése volt,
de a variancia elért csokkenése természetesen az integral becslésében is hasonléoan
jelentkezik. A kontrollvaltozo hasznalataval, azaz # (X ) =¥ helyett, a szintén tor-

X-2

zitatlan h(X)+c(l(X)- n) =e ¥ +6e7! (T - %j becslofiiggvényt alkalmazva

crer

Az antitetikus valtozék modszere a kontrollvaltozé modszer specialis esete, ahol
mindkét becsléfiiggvény fliggetlen azonos eloszlasu, €s a valtozoparok kozotti korre-

. « 1 T L1 . I
lacio —1, ekkor ¢ = 5 optimalis érték adodik. Annak ellenére, hogy az antitetikus

valtozok moédszere specidlis esetként is felfoghato, az irodalomban a két modszert
kiilon targyaljak.
Gyakran alkalmazott technika tobb kontrollvaltozé felhasznalasa, hiszen

A= h(0)+ e (1, (X))

szintén torzitatlan becslést ad. Az optimalis ¢ =(c;) vektort a [; ¢és az h fliggveé-

nyek kozotti maximalis korrelacioval érhetjiik el. Gyakran alkalmazott modszer,
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hogy az optimélis ¢ meghatarozisihoz egyszerii linearis regressziot illesztiink,
amibdl a kontrollvaltozés modszer legfontosabb jellemzdit azonnal megkapjuk. A

variancidban bekdvetkez csokkenés pontosan a linedris regresszid R? értékével

egyezik meg, a regresszios paraméterekbdl pedig ¢ adodik.

Eddigiekben egyenletes eloszlasu valosziniiségi valtozo felhasznalasaval kozeli-
tettiink fliggvények varhatd értékén keresztiil integralokat. A kovetkezo alfejezetben
az egyenletes véletlen szamoknal hatékonyabb modszert ismeriink meg.

4.3. Fontossagi mintavétel

A bemutatott klasszikus MC-modszer és a variancia csokkentésére iranyulo elja-
rasok hatranya, hogy nem hasznalhatok kozvetlentil olyan esetekben, amikor vala-
mely integralasi hatar nem véges, rdadasul egyenletes véletlen szdmok alkalmazasa
nem hatékony, ha %(.) nagyon tavol esik az egyenletestdl. Mivel az integralast visz-

szavezettilk egy atlagolasi problémara, altalanosithatjuk megkozelitésiinket a sulyo-

zatlan atlag helyett sulyozott atlag (azaz az egyenletestdl eltérd stirliségek) alkalma-

zasaval. Az altalanos modszer neve fontossagi mintavétel (importance sampling).
Tekintsiik az X véletlen valtozot g sirliségfiiggvénnyel, ahol barmely x ese-

tén, melyre h(x)> 0, sziikségképpen g(x)>0. Legyen tovabba h~(x) =h(x), ha

a<x<b,ezen kiviil h (x) =0, valamint Y véletlen valtozo h (())2 . Ekkor
g

J.h(x)dx:jih(x) g(x)dx= T h(x) g(x)dx:E(ﬁ(—i)]zE(Y). 17/

Kozelitsiik E(Y) értékét hagyoméanyos Monte-Carlo-integralassal, azaz szamit-
suk ki az

n

1
z}?—;

i=l1

n

S

(X0)

/18/
i=1g(Xi)

I |

atlagot, ahol az X;-k a g(x) stirliségfiiggvénybdl szarmazo véletlen értékek. A
g(x) fliggvény neve fontossagi fliggvény (importance function).
A kozelités varianciajat n és Var(Y) hatarozza meg, ezért a gyakorlatban cé-

lunk, hogy a fontossagi fliggvény h(x) -hez hasonld, a hanyados kozelitéleg kons-
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tans legyen. Hasonloan fontos szempont, hogy g(x) alapjan X konnyen szimulal-

hat6 legyen.
Bizonyithat6 (Rizzo [2008] 143. old.), hogy a variancia minimalizalasa a

)
T

fontossagi fliggvény alkalmazasaval érhet6 el, ahol 4€R az a halmaz, ahol integ-
ralni kivanunk. Mivel valészintitlen, hogy ez a kifejezés rendelkezésre all, gyakorlati
probléma esetén leggyakrabban olyan fiiggvényt valasztunk, amely elégségesen ko-
zel van |h (x)| -hez A-n.

xZ
x’e 2 fiiggvény

A fontossagi mintavételt a korabbiaktol eltérd h(x)= N
2n
(l,oo) intervallumon vett integralja segitségével mutatom be, méghozza 6t fontossagi

figgvény felhasznalasaval, azok hatékonysagat dsszehasonlitva.

1. Standard Rayleigh-eloszlas: g (x)=xe 2 x20.

2. Normélis eloszlas N (1,1): g, (x)=

3. Exponencialis eloszlas Exp(1): gy(x)=¢", x>0.

4. Médositott exponencidlis eloszlas Exp(1)": g, (x)=¢ ", x21.

*

5. Modositott standard normalis eloszlas: N (0,1) :
=2><¢(x—1), x>1.

gs(x)=

A valasztott eloszlasok egy része nem kizardlag az x =1 tartomanyon értelme-
zett. A modositott stiriségfiiggvényeket olyan moédon alakitottam ki, hogy beldliik
konnyti legyen véletlen értékeket nyerni és hasonlitsanak a céleloszlasra (mind alak-
ra, mind értelmezési tartomanyra). A Rayleigh-eloszlasbol az inverz eloszlasfiigg-
vény mddszerrel, a tobbi eloszlasbol pedig az R beépitett fiiggvényei segitségével
vettem mintat. Az 5. 4bra h(x) integralandd szakaszan mutatja be a fliggvényeket

h
(bal oldal), valamint az ((x)) hanyadosokat (jobb oldal).
g;\x
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5. abra. A fontossagi mintavétel siiriiségfiiggvényei és a fliggvények hanyadosai

1 3 -
— gl 2 -
= = Rayleigh L
\ Nl 1} P
- Esll} _ .
— Expll} 1,5 -7
Ni0.1) ’ “ L
\ e
/ W
1 ! II’\
¥ -7 kY
’ Fhe
’ - X
e —— .
0,5 b - -
Pigiae L .
o
P S =
i 0 -\-"_"-—_;H-..-...-_______
T T T T 1 T T T 1
1 & 5 6 1 r) 5 [
X X

Az 5. ébra alapjan a modositott standard normalis eloszlas tiinik a legjobb valasz-
tasnak. Ez a fontossagi fiiggvény a modositasnak kdszonhetGen csak az x =1 helye-
ken értelmezett, mig példaul g, a teljes x tengelyen, g, és g pedig a pozitiv fél-

. . . h
egyenesen. Mindez azt jelenti, hogy az g, g,, g; fliggvények esetén az — hanya-
g
dos sok esetben zérus, az eljaras nem hatékony.
A mintavételek 2000 alkalommal tortént elvégzése utan az eredményeket a 2. tab-
lazatban foglaltam ssze (n =10 000).

2. tablazat
Az integrdl kozelitésének eredményei 6t fontossagi fiiggvénnyel
1. 2. 3. 4. 5.
Becslés jellemz6i
fontossagi figgvény
Az integral becsiilt érté-
. 0,40076 0,40059 0,40026 0,40065 0,40063
keinek atlaga
Az integral becsiilt érté-
. 0,00357 0,00412 0,00584 0,00155 0,00044
keinek szorasa
Nullék atlagos aranya
39,3 50,0 63,25 0,00 0,00
(széazalék)

Az 6t fontossagi fliggvény koziil a modositott normalis eloszlassal késziilt kozeli-
tés rendelkezik a legkisebb varianciaval. Az els6 harom jelolt esetén az integralas ha-
taraitol eltérd értelmezési tartomany miatt a generalt véletlen értékek dontd tobbsége

h(x)
g(x)

nem hasznosul (a tablazatban nullak aranya), mivel az hanyados zérus értékd.
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Az Exp(l) eloszlas stirliségének 63,2 szazaléka esik a [0,1] intervallumba, az

N (1,1) eloszlas esetén 50 szazalék, a fiiggvényforma tekintetében hasonlo Rayleigh-
1

eloszlasnal pedig a [0,1] kozotti integral alapjan 1—e 2 ~0,3935 a felesleges hiza-

h(x)

g(x)

meredekségii linearis egyenes, azaz nem stabil. A transzformalt eloszlasok jobban

teljesitettek ebben az esetben, altalanossagban hatranyuk, hogy a véletlenszam-
generalas nem minden esetben trivialis.

sok aranya. Ez utobbi valasztds tovabbi hatranya, hogy az egy pozitiv

4.4. Rétegzo mintavétel

A rétegzé mintavétel® a variancia csdkkenését Ggy éri el, hogy az integralandd te-
riiletet rétegekre bonja, és ezeken a rétegeken beliil kis varianciaval probal becsiilni.
A k darab rétegben rogzitett szami véletlen értéket huzunk, ugy, hogy
n=n +n, +...,+n,, azzal a céllal, hogy

Var(lll () + 8 (ny)+ .+ iy )) <<Var(@a(n)),

ahol a bal oldalon a rétegzé mintavételt alkalmazo, a jobb oldalon pedig a standard
MC-becslofiiggvény lathato.

A variancia csokkentése akkor hatékony, ha a rétegekben az integralando fligg-
vény atlaga jelentésen eltérd, azaz sikeriil heterogén rétegeket kialakitani. Amennyi-
ben az integralando6 fliggvény monoton, ezt kdnnyi teljesiteni. Jol érzékelhetd a ha-
gyomanyos rétegzett mintavétellel valo analogia abbol a ténybdl addéddan is, hogy a
rétegz6 mintavétel mindig kisebb varianciat szolgaltat, kivéve abban az esetben, ha a

rétegek atlagai megegyeznek.
4

A mar ismer6s I e “dx példan mindossze két egyenld hosszusagh réteg alkalmaza-

2
saval a becslés variancigja kevesebb mint harmadara, négy réteg esetén kevesebb mint
10 szazalékara esik azonos mintaclemszam mellett. Ennek eléréséhez csupan annyi a
feladatunk, hogy Unif(2,4) véletlen szamok helyett példaul Unif (2,3) és

Unif (3,4) véletlen értékek segitségével becsiiljiik a megfeleld teriileteket, majd becs-

léseinket Gsszegezziik.

* A rétegzé mintavétel angol terminologiaval stratified sampling, azaz az elnevezés megegyezik a rétegzett
mintavétel elnevezéssel. A konnyebb megkiilonboztethetdség érdekében nevezem rétegzé mintavételnek az el-
jarast.
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A roviden bemutatott rétegzd mintavétel elénye, hogy tetszélegesen kombinalha-
td a tobbi varianciacsokkentd eljarassal, igy a szakirodalom ismeri €s hasznalja a
rétegz0d fontossagi mintavétel (stratified importance sampling) fogalmat is, ahol a kii-
16nb6z6 rétegekben akar kiillonbdzo fontossagi fiiggvények is alkalmazhatok.

5. Osszefoglalas

A tanulmény a kiilonbozd eloszlasokbol vald véletlenérték-generalds, valamint a
Monte-Carlo-integralas legfontosabb modszereit tekinti at. A szamitogép altal szol-
galtatott pszeudo véletlen szamok és az inverz eloszlasfiiggvény, direkt transzforma-
cios, valamint elfogadas-elutasitds modszerek segitségével alacsony dimenzidszam
esetén tudunk slriiségfiiggvényekbol szimulalni. Egy masik fontos teriilet az MC-
integralas, ami az integralast egy varhat6 érték becslés problémajara vezeti vissza. A
becslési variancia csokkentésére szolgalo eljarasok bemutatasa zarja a cikket. A ma-
gasabb dimenzidszam esetén alkalmazott, Markov-lanc felallitdsan alapuld un.

Markov-lanc Monte-Carlo- (MCMC-) mddszereket egy késObbi tanulmdnyomban
mutatom be.
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Summary

This paper gives an overview on the statistical applications of generating random variables, as
well as on numerical and Monte Carlo integrations. It also describes how methods of variance re-
duction can be applied. These ideas are inevitably necessary when dealing with Bayesian statistics,
especially in cases where the information contained in posterior distributions can only be obtained
by simulations. The common feature of the methods herein is that each of them can be effectively
applied in low dimensional cases. Another means to determine the features of multivariate and
complex density functions is to apply Markov chains and Markov chain Monte Carlo (MCMC)
methods, which will be described in a later study.
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