A modern bayesi elemzések
eszkoztdra és alkalmazasa*

Kehl Déaniel A tanulmany a modern bayesi elemzések eszkozta-
PhD, a Pécsi ranak egyik leggyakrabban alkalmazott elemét, a
Gibbs-mintavételt mutatja be. Az elméleti alapok,
majd az algoritmus bemutatasa utan rovid szamszeri
E-mail: kehld@ktk pte.hu példa illusztralja az eljarast, valamint a konvergencia
gyorsasagat. A gyakorlati felhasznalast egy klasszikus,
jol ismert feladat bayesi eszkoztar segitségével torténd
megoldasa mutatja be, amely egyben lehetséget te-

Tudoményegyetem adjunktusa

Vérpalotai Viktor

PhD, a Nemzetgazdasagi remt a klasszikus szemlélettel kozds és attdl eltérd
Minisztérium féosztalyvezeto- eredmények, illetve eldnydk és hatranyok bemutatasa-
helyettese, a Pécsi Tudomany- rais.
egyetem tudomanyos
fémunkatarsa TARGYSZO:
. Bayes.
E-mail: - .
viktor.varpalotai@ngm.gov.hu Okonometria.
varp £im-gov: MCMC.

*A tanulmany a TAMOP 4.2.2.C-11/1/KONV-2012-0005 sz. (,,J61-1ét az informacids tarsadalomban” ci-
mil) palyazat timogatasaval késziilt. frasunk korabbi valtozataihoz fiizott szamos értékes észrevételéért koszo-
netet mondunk Hunyadi LaszI6 professzornak és a Statisztikai Szemle lektoranak.

Statisztikai Szemle, 91. évfolyam 10. szdm



972 Kehl Daniel — Varpalotai Viktor

A bayesi statisztika és 6konometria az utobbi évtizedekben széles korben elter-
jedt, egyre intenzivebben alkalmazott,' hatékony elemzési eszkdztarra gyarapodott.
A bayesi statisztika és 6konometria ndvekvo alkalmazasanak tobb oka van. Az elmé-
leti egyszeriiség mellett egyfeldl szamos kivalé kézikényv” jelent meg az utobbi év-
tizedben, amelyek a bayesi elemzések gyakorlati alkalmazasadhoz sziikséges ismerte-
ket gytljtik Ossze, masfel6l a szamitogépes véletlenszam-generalas teriiletén beko-
vetkezett modszertani fejlodés ledontotte a bayesi eszkoztar gyakorlati alkalmazhat6-
saganak korlatait.

A bayesi elemzések egyre ndvekvO szama, valamint az ezzel jard ismeretterjesztd
hatas azzal is parosult, hogy a hagyomanyos (mas néven frekventista vagy klasszi-
kus) és bayesi statisztika szembenalldsa napjainkra enyhiilt. A legtobb kutatd véle-
ménye, hogy vannak problémak, melyek esetén a klasszikus vagy a bayesi megkoze-
lités célravezetébb, igy optimalis az lenne, ha a statisztikaval foglalkozo kutatok
mindkét megkozelitéssel tisztaban lennének (Casella [2007], Hunyadi [2011]). Saj-
nos egyeldre kevés olyan szakember van, aki mindkét modszertanban elmélyiilt is-
meretekkel rendelkezik, cikkiink ezen is probal valtoztatni, a bayesi szemlélet nép-
szerlsitésével.

A bayesi elemzések egy rendkivill egyszer(i 6sszefiiggésen, a Bayes-tételen ala-
pulnak, a megkdzelités filozofiajarol, alapfogalmairoél a témakdrben nem elmélyiilt
Olvas6d Hunyadi [2011] miivében és az irodalomjegyzék tételeiben talal tovabbi ér-
tékes informaciot. A bayesi modszertanban a prior és a likelihood segitségével a
(kvazi) poszterior eldallitasa nem okoz problémat, hiszen ehhez csupan egy szor-
zést kell elvégezni. Az igazi problémat a poszteriorban (sokvaltozos egyiittes stirli-
ségfiiggvényben) rejlé (marginalis) informacié kinyerése jelenti. Ezzel el is érkez-
tink a modszer egyik 6 sajatossagahoz, annak szamitasigényességéhez, hisz az
ehhez sziikkséges integralas gyakran analitikusan nem, csak numerikusan végezheto
el. A felhasznalt numerikus modszerek ugyan ismertek voltak, legalabbis alapjaik-
ban mar korabban is (Metropolis et al. [1953]), nagy lendiiletet azonban a szamito-
gépek, valamint az egyszeriibb programozasi nyelvek elterjedése adott a teriiletnek
a 80-as évek masodik felében és a 90-es évek elején.” Jelen cikkiink elsé részében

' A bayesi statisztika novekvd népszeriiségét a bayesi tanulményok szaméanak névekedése is jol mutatja a
nemzetkozi szakirodalomban (Varpalotai [2008]).

2 A kézikonyvek koziil kiemeliink néhényat, melyeket jelen tanulméany elkészitése és egyéb bayesi kotodé-
st munkaink soran felhasznaltunk (4/bert [2009], Congdon [2005], Gelman et al. [2004], Geweke [2005], Koop
[2003], Koop et al. [2007], Robert—Casella [2004]).

’ Ma a leggyakrabban alkalmazott, bayesi statisztikat (is) timogaté szoftverek a MATLAB, az R, valamint
a BUGS (Bayesian inference Using Gibbs Sampling) kiilonboz6 verziéi, mint a WinBUGS és az OpenBUGS.
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az un. Markov-lanc Monte-Carlo (Markov Chain Monte Carlo — MCMC) forrada-
lom egyik ,,zaszloshajojat”, a Gibbs-mintavételt, valamint konvergencidjanak intu-
klasszikus és bayesi 0konometriai elemzés jellegét tekintve hasonlit egymasra,
ugyanakkor mig a klasszikus elemzéssel a paraméterbecslés egzakt bizonytalansa-
ga csak koriilményesen hatarozhatdé meg, addig a bayesi elemzésben ez egyszeriien
kiszamithat6.

1. Markov-lanc Monte-Carlo-modszerek

Az MCMC-moddszerek napjainkra a legfontosabb, leggyakrabban hasznalt algo-
ritmusok koz¢ keriiltek (Hunyadi [2011]), sikertorténetiikrdl, fejlodésiikrdl rovid 6sz-
szefoglalot ad Casella és Berger [2011], illetve megemlitjik Metropolis et al.
[1953], Hastings [1970], Geman és Geman [1984], valamint Gelfand és Smith [1990]
alapvet6 jelentOségili tanulmanyait.

A MCMC-mddszerek célja, hogy mintat tudjunk venni egy (jellemzden Gsszetett,
tobbdimenzios) slirtiségfiiggvénnyel adott, akar ismeretlen valdszintiség-eloszlasbol.
Szakitva a fiiggetlen azonos eloszlasu véletlen értékeket generald algoritmusokkal,
az MCMC-technikak ko6zos jellemzdje, hogy olyan Markov-lanco(ka)t allitanak fel,
melyek egyensulyi eloszlasa megegyezik a kivant eloszlassal. Ezutan minden 1épés
utani allapotot a céleloszlasbol szarmazé mintaclemnek tekintiink, amik azonban a
Markov-tulajdonsag miatt nem lesznek fiiggetlenek. A Markov-lanc konstruélésa jel-
lemzden nem okoz kiilondsebb nehézséget, a gyakorlati alkalmazasok esetén a prob-
1éma inkabb a konvergencia megallapitdsaban rejlik.

A Gibbs-algoritmus lehetdvé teszi a bonyolult, sokdimenzids problémak lebonta-
sat kisebb, egyszerlibb feladatokra, Markov-lancok felhasznaldsaval. A megoldando
probléma egy egyilittes eloszlas (a poszterior) marginalis eloszlasainak (az egyes pa-
raméterek), jellemzdinek meghatarozasa. A legkézenfekvdbb eljards az egyiittes el-
oszlas integralasa lenne, ez azonban sok esetben analitikusan nem oldhaté meg. Szin-
tén lehetséges numerikus integralasi modszereket alkalmazni, magas dimenzi6szam-
ban, ez azonban nehézkes és lassu. Ilyen esetekben nytjthat segitséget a Gibbs min-
tavételi technika, ami lehet6séget ad a kivant egyiittes eloszlasbol valdé mintavételre,
méghozza indirekt modon, a feltételes eloszlasok segitségével. A modszert leggyak-
rabban a bayesi megkozelités hasznalja, de Osszetett likelihoodokkal kapcsolatos
szamitasok esetén a klasszikus statisztikaban is alkalmazhato.

4 Magyar nyelvii ismertetését lasd a Statisztikai Szemle hasabjain (Kehl [2012]).
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1.1. Markov-lancok néhany fontos tulajdonsaga, jelolések

Elséként roviden tekintsiik at a Markov-lancok azon jellemzdit, melyek az
MCMC-médszerek szempontjabol jelentéséggel birnak. A véges (k) allapottert

diszkrét Markov-lanc egy specialis sztochasztikus folyamat ¢ >0 indexszel, amely
X, indulasi érték, kezdeti allapot utan X, X,,...,X,,... allapotokba keriil, ha

P(X, =aX=b)=P(X,, =dX,=b)

minden (a,b) parraés £ >0-ra, ahol X=(X, X, ... X,)amegel6zo ésa jelen al-
lapotok vektora és b=(h, b ... b). Mindez azt jelenti, hogy a kovetkezd allapot

alakulésa csak a jelenlegi allapoton mulik, a multbeli allapotok nem befolyasoljak azt.
Ha ezek a feltételes valosziniiségek idOben allandok, azokat gyakran jeloljik a
Dpa = P(X o = a|X = b) modon, melyeket kézenfekvd egy Un. 4tmenetmatrixba ren-

dezni:
Py P - Pi
pP— 17.21 P'zz P?k
Pu Pr2 -+ Pu

srcr

minden eleme nemnegativ, illetve minden sora egy feltételes eloszlas, azaz sordssze-
gei egyet adnak,” a b. sor a. oszlopa a b allapotbdl a allapotba keriilés valdszinii-
ségét mutatja meg.

Az atmenetmatrix segitségével meghatarozhat6 az egylépéses atmenetek mellett a
tobblépéses atmenetek valosziniisége is, méghozza m 1épés esetén P” modon,

amely matrix sorai X, feltételes eloszlasait adjdk meg adott X, allapotok mellett.

Az atmenetek valoszinliségei mellett szolnunk kell a kezdeti allapotok valdszinii-
ségét leird vektorrol (V) , kezdeti eloszlasrol is, hiszen a Markov-lanc egyiittes elosz-
lasanak meghatarozasdhoz az 4tmenetmatrixon kiviill erre is sziikséglink van. Az
egylittes eloszlasbol pedig meghatarozhato a ¢. idépont marginalis eloszlasa, még-
hozza vP' moddon. Markov-lancok esetén létezik olyan specidlis kezdeti eloszlas,
mely teljesiti a vP =v egyenldséget, az ilyen vektorokat a Markov-lanc egyensulyi
eloszlasanak hivjuk.

3 Az ilyen matrixokat sztochasztikus métrixoknak nevezziik.
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Bizonyos esetekben ez a specialis kezdeti eloszlas egyedi és fontos tulajdonsa-
gokkal rendelkezik (DeGroot—Schervish [2012]): ha 1étezik olyan m , melyre P" va-
lamennyi eleme szigortan pozitiv,® akkor

—a Markov-lanc egyetlen v egyenstlyi eloszlassal rendelkezik,
— limP’ egy olyan matrix, melynek minden sora v, és
t—©

— fliggetleniil attol, hogy a Markov-lanc milyen kezdeti eloszlasbol
indul, z 1épés utan az eloszlasa v -hez tart, ahogy ¢ — .

A harmadik pont kiiléndsen fontos, hiszen azt mondja, hogy barhonnan inditva a
lancot, azt elegendden hosszl ideig futtatva a ¢. 1épésben kapott érték tulajdonképp
egy Vv -bol szarmazo véletlen valtozd. Mindezek végtelen allapottérrel rendelkezd
Markov-lancokra is igazak, a Gibbs-mintavétel pedig tulajdonképp ezt hasznalja ki
ugy, hogy olyan Markov-lancot allit fel, melynek egyensulyi eloszlasa épp a gene-
ralni kivant eloszlas.

A modszert és a konvergencia intuicigjat elobb egy konnyen atlathatd diszkrét
példan mutatjuk be, majd ezutan az altalanos algoritmust adjuk meg.

1.2. Kétvaltozos Gibbs-mintavétel

Tekintsiink elsdként egy egyszerii, kétvaltozos esetet, az (X,Y) egyiittes elosz-
last. A Gibbs-mintavétel X marginalis eloszlasbol ugy vesz mintat, hogy magat a
marginalis eloszlast nem, csupan az X |Y ésaz Y |X feltételes eloszlasokat hasznal-
ja, méghozza a kovetkez6 modon. Adott y, kezdeti érték segitségével valtakozva

generalunk az

v

o

eloszlasokbol, ahol f,(.) és f,(.) a megfeleld feltételes eloszlasok sirtiségfiiggve-

nyei. Ebben a véletlen szamokbdl allo ,,Gibbs-sorozatban” elég nagy k& esetén
X

=X, egy f(x)-bél szarmazé mintaclemnek tekinthetd.

A legegyszeriibb esetben X és Y is bindris valosziniiségi valtozok a kdvetkezd
egylittes eloszlassal (a példa Casella—George [1992] tanulmanya alapjan késziilt):

® Amennyiben a Markov-lanc irreducibilis (az allapotok egymasbol klcsondsen elérhetdk, azaz kommuni-
kalnak egymassal), aperiodikus, véges allapotterti, akkor 1étezik ilyen m. Az ilyen Markov-lancokat gyakran
ergodikusnak nevezik.
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X/Y 0 1
0 Poo Por
1 P Pu

ahol a valoszinliségek egyre 0sszegzddnek. Természetesen a marginalis eloszlasok
ebben az egyszerli esetben trividlisan adddnak, azt kivanjuk illusztralni, hogy csak a
feltételes eloszlasok segitségével is generalhatok olyan véletlen értékek, melyek el-
oszlasa pontosan a kivant peremeloszlas. A feltételes eloszldsokat sztochasztikus
matrixokkal irhatjuk le:

Poo Py Py Po
+ + + +
Ay\x _ Poo T Pio Poo T Pro illetve Ax\v _ Poo T Poi Poo T Po . Y
Po Pu ’ Po Pu
PutPy  PutPu PotPn Pt Py

A két matrix egy-egy Markov-lanc atmenetmatrixa, melyek azt mutatjdk meg,
hogy adott x allapotbol milyen valészinliséggel jutunk adott y allapotba. Jellemz6-
en azonban nem ezekre a valdszinliségekre, hanem adott x allapotbdl egy ujabb x
allapotba keriilés valosziniiségére vagyunk kivancsiak vagy €pp ugyanerre az y -ra
vonatkozoéan. Ezek a 1épések nem kdzvetleniil, hanem a masik valtozon keresztiil tor-
ténnek meg, de konnyen meghatarozhatjuk az egylépéses atmenet-valdsziniiségeket,
méghozza
A

iE

A, =A, A, ,illetve A, = A /3/
x|x Y aly A

y Xy
forméaban. A tobblépéses atmenetmatrixok pedig a /3/-ban meghatarozott matrixok
megfeleld hatvanyaiként allithatok elé. A Markov-lancok tulajdonsdgaindl emlitett
tétel szerint pedig ahogy k — o a k. allapot eloszldsa épp a margindlis eloszlas
lesz. Konnyen belathatban a marginalis eloszlas kielégiti a vP=v

( foAy = fA A4, = fx) feltételt, azaz a Markov-lanc egyensulyi eloszlésa:

Poo P Poo Poi

Po TP Poot P || PootPor PooTPo|

[Poo +Do Pot Pu] -
Poi Pu Puo P

PontPy PutDPullPotPn Pt D

= [poo + Do Po +p|1]-
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A 2x2-es matrixhoz hasonloan irhato fel az altalanosabb, de tovabbra is csupan
két valtozot tartalmazd, nxm -es eset, ahol egy rovid szampéldan keresztiil a kon-
vergenciat mutatjuk be. Legyen az egyiittes eloszlas példaul:

(0,10 0,15 0,05 0 |
0,20 0,10 0 0,02
0,10 0,01 0,01 0,07, /4/
0,01 0,01 0,04 0
10,05 0,05 0,03 0 |

amibdl a /2/ és /3/ képlettel analog modon képezhetd az AA_‘X egylépéses atmenetmat-

rix:

0,504 0,301 0,087 0,107

0,433 0,399 0,137 0,031
AT 0,309 0,336 0,327 0,028 |

0,548 0,110 0,041 0,300

Az adtmenetmatrix hatvanyainak elemeit az 1. abra mutatja be £ fiiggvényében, a
vizszintes vonalak a marginalis valoszinliségeket reprezentaljak, a kiillonbozo jelzé-
sek a kiilonb6z6 indulo allapotokbdl adott allapotba jutas valosziniiségeit mutatjak.

1. abra. Az egyes dllapotokba keriilés valosziniisége k lépés utan az egyes kezdeti allapotokbol

Elsé allapotba keriilés valosziniségei Masodik allapotba keriilés valosziniiségei

0.46

2 3 04
L

a1 .,
L L

k k

Negvedik allapotba keriilés valoszinuségei

-
L

0.09
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Az abra alapjan az lathato, hogy néhany 1épés utan, barhonnan is inditjuk tjara a
Markov-lancot, annak a valosziniisége, hogy egy adott allapotba jutunk, éppen az
adott allapot margindlis valdszinlisége, illetve az, hogy ebben az egyszerii példaban a
konvergencia rendkiviil gyors. Természetesen ez a példa csupan az intuiciot kivanja
bemutatni. Bizonyitani nem kivanjuk, csupan megemlitjiik, hogy ,,folytonos allapot-
tér esetén a Markov-lancok matematikaja sokkal 0sszetettebb, de hasonldan kell el-
képzelni a folyamatot egy végtelen atmenetmatrixszal” (Casella—George [1992]).

1.3. Tobbvaltozos Gibbs-mintavétel

Tegytik fel, hogy X = (X X X p) veletlen vektorvéltozo, ahol az X -k egy-

vagy tobbdimenzids komponensek (blokkok), valamint azt is, hogy képesek vagyunk
a kovetkezd f,, f,,..., f, feltételes siirliségfiiggvényekkel adott eloszlasokbol vélet-

len szamo(ka)t generalni, ismerjiik, azaz ismert eloszlasként azonositani tudjuk a
fj(xj|x1,x2,...,xjfl,xm,...,xp), /5/

un. teljes feltételes (full conditional) eloszlasokat minden j=1,2,..., p -re.
Ekkor a Gibbs-algoritmus:7

1. Valasszunk X' =x) kezdéértékeket (m =0).

2. Ismételjiik a kovetkezo 1épéseket, amig a lanc az egyensulyi el-
oszlasahoz nem konvergal:

a) X"~ fi (|2 2.

P

B XD~ (e ).

c) Xg'"“) ~f3(x3|x,(m“),x§m“),...,xg")).
d ..

e) Xf}m”) ~f, (xp|x,('"+l),x£m”),...,ngfl)).

f) Noveljik m értékét.
3. A konvergencia el6tti értékeket (burn in period) levagva a lanc
elejérol megkapjuk a kivant eloszlasbol szarmazé véletlen mintat.

7 Erdemes megjegyezni, hogy az algoritmus nagyon hasonlit az egyenletrendszerek megoldéasara alkalmas
Gauss—Siedel iteracios eljarashoz.
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Az atlathatosag érdekében m felsdindexként szerepel, azaz x(,.m)

m. lépésben (iteracioban) felvett értékét jeloli. Az algoritmus jelentdsége rogton

a j. komponens

o o

szembetlind, amennyiben azt az f (491,192,...,6‘p| y) poszterior sliriiségfliggvényre ir-

juk fel. Bar els6 latasra az 0sszes feltételes eloszlas ismerete erds feltételezésnek tii-
nik, de megfelelé (konjugalt) priorok vélasztdsa esetén a gyakorlatban hasznalt
Okonometriai modellek talnyom6 részénél (példaul linedris regresszid, vektor
autoregressziv modellek, latens valtozoés modellek) az Gsszes feltételes eloszlas be-
azonosithato, azok kénnyen generalhatok.

Miutan a lanc konvergalt (az ehhez sziikséges gyenge feltételeket lasd Gelfand—
Smith [1990]) az m" 1épésben, egy tjabb 1épés a kivant egylittes eloszlasbol szarma-
z6 véletlen értékkeént tekinthetd. A sziikséges szamu (M) véletlen érték generalasara

tobb eljaras létezik. Az els6 lehetdség, hogy az algoritmust m* +1. 1épésig futtatjuk
M alkalommal, minden esetben megtartva az utolso értéket. Sokkal gyakrabban al-
kalmazott technika, hogy a lancot hagyjuk futni m" + M 1épésig, majd a konvergen-
cidig szlikséges iteraciok eredményeit elhagyva kapjuk a sziikséges szdmu mintaele-
met. Az els6 eljaras hatranya, hogy lassu, hiszen az 0sszes iteracid szama magas, a
masodiké pedig az, hogy a véletlen értékek autokorrelaltak lesznek. Ennek kivédésé-
re szokas a lanc csak minden 7. értékét megtartani, ezzel csokkentve ezt a negativ
hatast, ekkor m" +rM iteracid sziikséges. Ezen eljaras szakirodalmi elnevezése
thinning vagy ritkitas.

A konvergencia megallapitdsa nem egyszeri feladat. Geweke [1992] egyetlen
Markov-lancon alapuld, idésor-elemzési eszkoztarra tamaszkodo diagnosztikai mod-
szert javasol. Alapdtlete, hogy a sorozat elejének (példaul az értékek elsé 10 szazalé-
kanak) és végének (példaul az értékek 50 szdzalékanak) atlagait hasonlitja Gssze.
Gelman €s Rubin [1992] modszere tébb lanc kiilonb6z6 kezdo értékekrol vald indita-
sdval, majd lancokon beliili és lancok kozotti variancidk dsszehasonlitdsaval dolgo-
zik. Szintén gyakori a lancok egymas utdni értékeinek abrazolasa (trace), kumulativ
moédon szamolt atlagok allandosaganak, valamint a generalt véletlen értékek alapjan
becsiilt stirtiségfiiggvények vizualis vizsgalata. Cowles és Carlin [1996] a *90-es
évek nagy MCMC hullamanak 13 diagnosztikai eszk6zét elemzi jellegiik, az igényelt
lancok szama, elméleti hatteriik, alkalmazhatosaguk és 0sszetettségiik szerint, kovet-
keztetésiikben pedig arra jutnak, hogy minden eszkdznek vannak hatranyai, igy ér-
demes tobb diagnosztikai eljarast alkalmazni. Mivel ezek a diagnosztikai eszkozok
nem tévedhetetlenek, igy soha nem lehetiink biztosak benne, hogy a lanc ténylegesen
konvergalt-e a kivant eloszlashoz, a gyakran hasznalt 6konometriai modellek esetén
azonban ez nem szokott problémat okozni, foként, ha a konvergenciat vizsgalo esz-
ko6z6k nem jeleznek problémat.
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2. Szivkoszoruér-megbetegedések miatti
halalozas modellezése klasszikus
és bayesi MCMC-eljarason alapulé 6konometriai eszkozokkel

Ebben a részben bemutatjuk, hogy az el6z6 fejezetben ismertetett MCMC-
modszer miként hasznalhato az empirikus elemzésekben. A kovetkezo példa elsdsor-
ban a Gibbs mintagenerald algoritmus illusztralasara szolgdl, de emellett arra is ré-
mutat, hogy adott esetben a klasszikus dkonometria elemzési eszkdze igen hasonlé a
bayesi elemzéseknél hasznalt Gibbs mintavételi eljarashoz. Mig azonban a klasszikus
Okonometriai elemzés elsddlegesen pontbecsléseket szolgaltat, addig a bayesi
okonometriai eszkoztarral a paraméterbecslés bizonytalansaga is kozvetleniil megha-
tarozhato.®

Valasztott példank Ramanathan [2003] kdnyvének 4-7 szammal jelolt adatallo-
manyat hasznalja, mely a szivkoszoruér-megbetegedések miatti halalozasi ratat és
annak lehetséges magyarazovaltozoit tartalmazza az 1947—1980 idészakra (34 meg-
ﬁgyelés).9 Azért valasztottuk ezt az adatallomanyt, mert a klasszikus és 6konometriai
eszkdzok altal szolgaltatott eredmények Osszevetésekor hivatkozni tudunk
Ramanathan klasszikus 6konometriai szdmitasaira. Az adatdllomany valtoz6i (lasd
Ramanathan [2003] 664. old.):

— CHD: 100000 fére jutd szivkoszoruér-megbetegedés miatt el-
hunytak szama,

— CAL: egy fore juto napi kalciumfogyasztas grammban,

— UNEMP: munkanélkiilieck a 16 éves és id6ésebb munkavallalok
szazalékaban,

— CIG: egy fore jutd cigarettafogyasztas a 18 évesek és idésebbek
korében (font),

— EDFAT: egy fore jutd étkezési zsir- és olajfogyasztas (font),

— MEAT: egy fore jutd husfogyasztas (font),

— SPIRITS: egy fore jutd égetettszesz-fogyasztas a 18 évesek és
idésebbek korében (gallon),

— BEER: egy fore jutod sorfogyasztas a 18 évesek és idésebbek ko-
rében (gallon),

— WINE: egy fore jutod borfogyasztas a 18 évesek és idosebbek ko-
rében (gallon).

% A bayesi elemzéshez felhasznalt MATLAB-kodokat megkeresés esetén szivesen rendelkezésre bocséatjuk.
? Az adatok letdlthetSk a http://econweb.ucsd.edu/~rramanathan/XLDATA/DATA4-7.XLS cimrol.
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2.1. Autokorrelalt hibatagu linearis regresszios modell elemzése
klasszikus 6konometriai eszkozokkel

A rendelkezésre all6 Osszes valtozo felhasznalasaval felirt linearis regresszios
modellbdl a nem szignifikans valtozok elhagyasa utan a kdvetkezo, az informacios
kritériumok altal is preferalt modellvaltozat adodott (Ramanathan [2003] 221. old.):

CHD, = 8, + 3, - CIG, + f3, - EDFAT, + f3, - SPIRITS, + 3, - BEER, +u,,  /6/

ahol £, a konstans, S, az egyes magyarazovaltozokhoz tartozo egyiitthato, u, a

modell hibatagja. A becslés eredményei a tdblazatban talalhatok.

A linearis regresszios modellben az eltérésvaltozok a Lagrange multiplikator proba
alapjan autokorrelaltnak bizonyultak (Ramanathan [2003] 408. old.). A hibatagok
autokorrelaltsaganak kovetkezménye (lasd példaul Ramanathan [2003] 404. old.),
hogy a legkisebb négyzetek modszerével becsiilt egyiitthatok bar tovabbra is torzitatla-
nok és konzisztensek, de nem lesznek hatasosak. Tovabba az egyiitthatok becsiilt
varianciai torzitottak és inkonzisztensek lesznek, igy a hipotézisvizsgalatok is érvényii-
ket vesztik. Ezek a kovetkezmények egyrészt azt jelentik, hogy a /6/ regresszi alapjan
tett megallapitds a becsiilt egyiitthatok nullatél szignifikansan kiilonb6zd voltara 6n-
magaban érvénytelen. Masrészt célszerli olyan becslési eljarast alkalmaznunk, mint a
Cochrane—Orcutt-féle iterativ eljaras,'® amely a hibatagok autokorrelaltsaganak megfe-
lel6 figyelembe vételével a korabbi negativ kovetkezményeket kikiiszoboli.

Igy a példaban szereplé linearis regresszié a hibatagok autokorrelaltsagat is szem
elott tartva a kovetkezoképpen irhato fel:

CHD, = B, + p,-CIG, + 3, - EDFAT, + p, - SPIRITS, + 8, - BEER, +u,, 17/
u =pu,_ +¢,, 18/

ahol ¢, hibatagrol mar feltehetd, hogy autokorrelalatlan.''
A /7/-/8/ modell becslése a Cochrane—Orcutt-féle iterativ eljarassal a kovetkezo:

1. Becsiiljiikk meg a /7/ modellt a legkisebb négyzetek modszerével.
2. A becsiilt ﬁ[ egyiitthatok segitségével szamitsuk ki az u,

reziduumokat az

1% A modszer leirasat lasd példaul Dufour et al. [1980] vagy Ramanathan [2003] 469. old.
"' A hibatag autokorrelaltsaganak figyelembe vételéhez elegendd egy késleltetést szerepeltetni, mivel a
tesztek szerint a becsiilt ¢, hibatag mar autokorrelalatlan (Ramanathan [2003] 413. old.)
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i, = CHD, — 3, — 3, - CIG, — j3, - EDFAT, — j3, - SPIRITS, — 3, - BEER,
kifejezés felhasznalasaval.

3. Az 4, reziduumokra legkisebb négyzetek modszerével illessziik
a /8/ modellt.

4. Az €l6z06 1épésben becsiilt o egyiitthato segitségével definialjuk
CHD; =CHD, — p-CHD, | valtozdt, illetve ezzel analdog modon a
CIG', EDFAT", SPIRITS; és BEER idGsorokat. Ezt kovetéen, a p
egyiitthatot adottnak véve, a legkisebb négyzetek modszerével becsiil-
jiik meg /7/ modellt, de az eredeti valtozok helyett mindeniitt a csilla-
gozott valtozdkat hasznalva:

CHD = f3,-(1-p)+ B, -CIG + B, - EDFAT" +
+f, - SPIRITS, + f3, - BEER' +u,.
5. Menjiink vissza a masodik 1épéshez mindaddig, amig a becsiilt
egyiitthatok nem konvergalnak.

Az iteracid eredményeként kapott ,[;’i és p egyiitthatok becslése tovabbra is tor-

zitatlan és konzisztens, illetve az egyiitthatok varianciai is konzisztensen meghata-
rozhatok. A Cochrane—Orcutt-féle egyiitthatobecslés eredményeit a tablazat masodik
blokkja mutatja.'> Mint lathato, a reziduumok autokorrelaltsagénak figyelembe véte-
le érdemben megvaltoztatta a pontbecsléseket mikozben a standard hibdk 1ényegesen
nem moédosultak. Az eredmények alapjan a korabban szignifikdnsnak tind egyiittha-
tok egy kivétellel (BEER) inszignifikanssa valtak.

2.2. Autokorrelalt hibatagu linearis regresszios modell elemzése
bayesi 6konometriai eszkozokkel

A klasszikus 0konometria eredményeit kdvetden a bayesi 6konometria MCMC
csaladjaba tartoz6 Gibbs mintavételi eljarassal becsiiljilk meg a /7/—/8/ egyenletekkel
adott modellspecifikacid egyiitthatoit.”” A tanulméany elsé részében bemutatott
Gibbs-mintavétel alkalmazasahoz a priorok, a modell likelihoodja és a poszterior fel-
irasat kovetden meg kell hataroznunk az egyiitthatok feltételes poszterior eloszlésait.

Amennyiben — a klasszikus 6konometriai megkozelitéshez hasonléan — feltételez-
ziik, hogy az ¢, hibatagok normalis eloszlasuak, akkor az ismeretlen egyiitthatok
konjugalt prior eloszlasai a kdvetkezok."

12 A k6261t eredmények megegyeznek Ramanathan [2003] 413. oldalon leirt eredményével.
'3 Autoregressziv hibatagu line4ris modellek bayesi becslésérdl 1asd Chib [1993].
' Lasd példaul Koop [2003] 134. old.
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B~ N(B,.V,), /9/
p~N(RyW,), /10/
o’ ~IG(S,.T,), N1/

ahol B=[B, B B B Bl. o*=Var(u). Tovibba N(R,.W,) (illetve
N(B,,V,)) jeloliaz R, (B,) varhat6 értékii és I, (¥, ) variancia-kovarianciamatrixu

(tobbvaltozos) normalis, IG(S,,T,) pedig az S, lokéacios paraméterti és T, szabad-

sagfoku inverz gamma eloszlast.
A /7/-/8/ egyenletekkel adott modell likelihoodja, feltételezve, hogy ¢, fiiggetlen
azonos normalis eloszlasu:

f(r.X1B.p.0%)=(ov2m) " exp(— 2;2 (¥’ (2) - X (0)8) (¥ (p)- X*(p)ﬂ)] 112/
ahol T a megfigyelések szama,” )’ (p) a CHD(p)=CHD, - p-CHD, , megfi-
gyelésekbdl képzett oszlopvektor. »*(p)-vel analog modon definidljuk CIG (p),
EDFAT"(p), SPIRITS (p) és BEER (p) oszlopvektorokat a CIG,, EDFAT,,
SPIRITS, ¢és BEER, id6ésorokbol. Ezek felhasznalasival legyen X'(p) a
X, (p)=[1CIG" (p) EDFAT"(p) SPIRITS (p) BEER' (p) | megfigyelésekbsl kép-

zett T x 4 -es matrix.
Bayes tételét hasznalva a poszterior a /9/—/11/ priorok és a /12/ likelihood fel-
hasznalasaval a kdvetkezo:

f(B.p0™ 19, X ) (3. X |B.p,0? ) f(B) f(p)f(0?). /13

A tanulmany fliggeléke alapjan meghatarozhatok a Gibbs mintavételhez sziiksé-
ges feltételes poszterior eloszlasok Blp,c’,y,X ~N(B.V),

plB.c* .y, X ~N(R,W,), o’ |B,p,y,X ~IG(S,,T;), ahol B.V,,R.W.S, és T,
értékeit a Fiiggelék /F8/, /F9/, [F12/, /F13/, /F15/ és /F16/ képletei hatarozzak meg.'®

!5 Esetiinkben a késleltetések szerepeltetése miatt sziikséges mintakorrecié utan 7'= 33.
' Vegyiik észre, hogy a feltételes poszterior eloszldsok azonos tipustiak a megfeleld prior eloszlasokkal,
azaz ténylegesen konjugalt priorokkal dolgozunk.
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A Gibbs-algoritmus alkalmazasa soran a kezdeti értékek megadasa utan a bemu-
tatott feltételes eloszlasokbol kell ismételten véletlen mintat generalnunk.'” Az algo-
ritmus 1épései esetiinkben a kovetkezok:

1. A kezdeti értékek legyenek p(o) =0 és o =1. Legyen m=0.
2. Legyenek y*( p('")) és X ( p(”’)) elemei a kovetkezok:

CHD] (p™") = CHD, - p{""CHD, ,

r 1— p(m)
CIG, - p\" - CIG,
X;(p")=| EDFAT, - p'" - EDFAT,,
SPIRITS, — p™ - SPIRITS, ,

BEER, — p\") . BEER _,

3. Generaljunk egy Yij (m+1) véletlen vektort a
ﬂ| o™ o~ N (B,.V;) feltételes eloszlasbol, ahol:

/ - /
B = [Vol +ﬁX* (p(rn)) X (p(rn))] (V;)IBO +ﬁX* (p(’”)) ¥ (p(’”))j’

Vi [Vo‘ X ()

4. Legyenek u( ﬂ('"”)) és U ( ﬂ('"”)) elemei a kdvetkezok:

u, (ﬂ(mﬂ)) _ CHDt _ﬂém-ﬂ) _ﬂl(m+l) . C[Gt _ ﬂz(mﬂ)’
.EDFAT, — " . SPIRITS, — p"*) . BEER,,
U[ (ﬂ(mﬂ)) — MFl (ﬂ(erl) )

5. Generaljunk egy oy véletlen szamot a

o’ | BV, p"™ ~ IG(S,,T,) feltételes eloszlasbol, ahol:

'7 A normalis és inverz gamma eloszlasokbol torténd mintavételt a Fiiggelék 2. pontjaban ismertetjiik.
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S =S, + (u(ﬂ(’"”’ ) _ U(ﬂ‘”’“) )pm) )’ (u(ﬂ(”“” ) _ U(,B(’””’ )p(»n )’
I=T,+T.

(m+l)

6. Generaljunk egy P véletlen vektort a

p| ﬂ(m”) Loy (R1 , W1) feltételes eloszlasbol, ahol:

-1
&:Pﬁuzﬁﬁﬂdﬁquuwmn h?&+gﬁmuuwm)dﬁmw}

(m+1) (m+l

7. Taroljuk el a generalt g, p és o™ véletlen vektort

és szamokat, legyen m =m+1 és menjiink vissza a 3. 1épéshez.

A bayesi becslés megvalositasahoz az eredményeket alig vagy egyaltalan nem be-
folyasolé (nem informativ) priorokat valasztottunk:'®

B,=[0 0 0 0 0],¥ =100L,R,=0,,=100,5,=0 és T, =0.

Az iteraciot a rendelkezésiinkre allo adatokon 101 000-szer ismételtiik, eredmé-
nyeink az els6 1000 minta elhagyasaval kapott 100 000-es mintan alapulnak. Az
egylitthatok poszterior eloszlasat a 2. abra hisztogramjai szemléltetik, illetve a
poszterior eloszlas jellemz6 értékeirdl a tablazat harmadik blokkja tartalmaz tovabbi
informaciot.

Az eredmények értékelése eldtt a klasszikus és bayesi elemzés modszertanat vet-
jiik 0ssze. A Cochrane—Orcutt-féle iterativ eljaras és a Gibbs-algoritmus jellegét te-
kintve igen hasonl6 egymashoz. Mindkét eljaras az egyiitthatok egy halmazat adott-
nak feltételezve hatdrozza meg a tobbi egylitthatot ugy, hogy folyamatosan felcseréli
az adottnak feltételezett és a meghatarozando egylitthatokat. A jellegében hasonld el-
jarasokban ugyanakkor 1ényeges kiilonbségek is vannak. A Cochrane—Orcutt-féle el-
jaras — linearis modellek esetén — tulajdonképpen a feltételes poszterior moduszokat
adja becslésiil és egyetlen pontbecsléshez konvergal, addig a Gibbs-eljaras a feltéte-
les poszterior modusz korill valaszt megfeleld értékeket ugy, hogy az ismétlések ré-
vén a paraméterek egyiittes poszterior eloszlasa bontakozzon ki. A Gibbs-eljarasnak
ezen feliil az is eldnye, hogy nem egyetlen fixpont értékeket keres meg, amelynek

' Ez B paraméterre vonatkozé prior esetén tigy értheté el, hogy a ¥, és W, kovarianciak fo4tloiban szerep-
16 értékeket kelléen nagynak valasztjuk.
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meghatarozasa foleg sok egyiitthatos, nemlinearis modellek esetén okozhat numeri-
kus problémat."

A poszterior eloszlasokat szemlélve feltiing, hogy a bayesi megkdzelités a /7/
egyenletben szerepld késleltetett endogén valtozohoz tartozd egyiitthatora ferde
poszterior peremeloszlast eredményezett. Ez els latdsra meglepd lehet, hiszen a
Gibbs mintavételi eljarasban a /7/ egyenletben szerepld egyiitthatok feltételes elosz-
lasa szimmetrikus. Ugyanakkor tudjuk, hogy a klasszikus dkonometria — némileg
hosszadalmas levezetést igénylé — eredménye is hasonlo: a késleltetett endogén val-
tozohoz tartozd egyiitthatod legkisebb négyzetek elvével torténd becslése nem a szo-
kasos t-eloszlast koveti. Valojaban a bayesi becslés soran ezt az eredményt latjuk vi-
szont a levezetések bonyodalmai nélkiil.

Becslési eredmények: klasszikus és bayesi okonometriai eszkozokkel

OLS Cochrane—Orcutt Bayes
16/ /7/-18/ 17/-18/
Modszer
Pontbecslés 95 szcélzalék Pontbecslés 05 szCéIzalék Pontbecslés 05 s}g?alék
B, (konstans) 139,678 —18,548 (a) 341,120 170,182 (a) 309,925 140,452 (a)
(77,944) 297,904 (f) (84,206) 512,059 (f) (85,065) 474,504 (f)
B, (CIG) 10,706 1,388 (a) 2,902 —6,724 (a) 4,523 —4,7736 (a)
(4,590) 20,024 (f) (4,742) 12,529 (f) (4,759) 13,973 ()
S, (EDFAT) 3,380 1,417 (a) 0,371 —1,748 (a) 0,732 -1,339 (a)
(0,967) 5,343 (f) (1,044) 2,491 (f) (1,079) 2,901 ()
P 26,749 12,464 (a) 12,005 —4,081 (a) 12,837 =3,771 (a)
(SPIRITS)
(7,037) 41,034 (f) (7,924) 28,092 (f) (8,895) 31,133 (f)
S, (BEER) —4,132 5,884 (a) -2,202 —4,143 (a) -2,289 —4,468 (a)
(0,863) —2,380 () (0,956) 0,261 (f) (1,080) -0,222 (f)
p (u_) 0,614 0,333 (a) 0,509 0,197 (a)
(0,138) 0,895 (f) (0,171) 0,876 (f)

Megjegyzés. A klasszikus becsléseknél a CI a konfidencia intervallumot, a bayesi becsléseknél a pontbecs-
1és a poszterior varhato értéket, a HPD (highest posterior density) pedig a legnagyobb valdsziniiségi intervallu-
mot jeldli, vagyis azt a legsziikebb intervallumot, ahova a poszterior eloszlas adott szazaléka esik. Az (a) és (f)
az intervallumok also és felsé értékeire utal. A pontbecslés alatt zardjelben az egyiitthato szorasa szerepel.

' Az MCMC-médszereknek ez éltaldnos elénye minden pontbecslési, igy példaul a maximum likelihood
eljarassal szemben: egyetlen maximumhely megkeresése helyett, mely Osszetett, nemlinearis 6konometriai mo-
dellek esetén numerikusan igen nehéz feladat lehet, a teljes poszterior eloszlast szimulalja, amib6l a paraméte-
rek jellemzd értékei mar konnyen meghatarozhatok.
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A /7/-/8/ egyenletek egyiitthatéinak becsiilt értékeit tekintve elmondhato, hogy a
klasszikus és a bayesi becslés numerikusan hasonlé eredményekhez vezetett, ami ter-
mészetes, hiszen a bayesi becsléshez alacsony informéci6 tartalmu (praktikusan nem
informativnak is tekinthetd) priorokat hasznaltunk. A numerikus kiilonbségeket alapve-
tden az okozza, hogy a bayesi becslésben a poszterior atlagot szamitottuk ki, ami ferde
eloszlasok esetén kiilonbozik a klasszikus megkozelités modusz becslésétol.

2. abra. A /7/-/8/ egyenletekkel adott modell egyiitthatoinak poszterior hisztogramja
B A B Bs

15000 15000

10000 10000 10000 10000

5000 5000 5000 5000

-500 0 500 0 0 10 20 30 4 2 0 2 4 6 20 0 20 40

By p o’

15000 15000

10000 10000 10000

5000 5000 5000

3. Osszefoglalas

A tanulmanyban bemutattuk a modern bayesi Okonometriai elemzések egyik
gyakran alkalmazott MCMC-mddszerét, a Gibbs-mintavételt, mely lehetové teszi,
hogy a bayesi elemzés soran a poszterior egyiittes stiriségfiiggvényben levd infor-
macidkat a megszokott statisztikai fogalmakba (varhatod érték, modusz, szoras stb.)
tomoritsiik. Az MCMC-eljarasok forradalmasitottak a bayesi elemzések eszkoztarat,
segitségiikkel napjainkra olyan problémak is megoldhatéva valtak, melyek klasszi-
kus modszerekkel egyaltalan nem, vagy csak koriilményesen kezelhetok.

A tanulmany empirikus része olyan példat mutat be, ahol a klasszikus és a bayesi
elemzés modszertanilag igen hasonld. Amellett, hogy a két megkozelités numeriku-
san hasonl6 becsléseket eredményezett, a bayesi becslés azzal az elénnyel jart, hogy
a késleltetett endogén valtozoéhoz tartozo becsiilt egylitthaté nem standard (ferde) el-
oszlasara automatikusan ramutatott. A bemutatott példa tanulsaga altalanosithato:
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mig a klasszikus megkdzelitésben a becslési modszerek elsddlegesen pontbecsléseket
eredményeznek, amelyek bizonytalansaga altalaban csak mély valdszinliségelméleti-
statisztikai tudas alapjan vezethetd le, addig a bayesi elemzés minden esetben az is-
meretlen egyiitthatok egyiittes eloszlasat hatdrozza meg, melybdl az elemz0 tetszéle-
ges, az eloszlast jellemz6 mutatokat hatarozhat meg.

Fiiggelék
1. Feltételes poszterior eloszlisok meghatarozasa a Gibbs-mintavételhez

A 2.2. alfejezetben szerepld /9/—/11/ priorok stirtiségfiiggvényei:

K :
18)=(2a) = il ool =38 15 (8- ). ot
o1 1 .
7(p)=(22) % ) zexp[—E(Ro—p) W; (Ro—p)j, oy
To
3
2 T+ 1
/()= Rl 2)exp[—?S0J, /F3/

ahol kg és k, a/7/ és /8/ egyenletben szerepld egyiitthatok szama, azaz a példaban k; =5 ¢és
k,=1.

A f6szovegben a /13/ képlettel adott poszterior az /F1/~/F3/ strtségfiiggvények és a /12/
likelihood felhasznalasaval a kovetkezd:

2 et B T
F(8.p07 13X ) o (27) 2 o[ 2exp| = (Bo = B) Vi (By = ) |

kp

o1 1 e
(27 5 2 exp(—E(RO o) Wi (R, _p)]x

[ S )7 /F4/
2 1
X e
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A Gibbs-mintavétel alkalmazasahoz az ismeretlen egyiitthatok feltételes poszterior eloszlasait a
kovetkezOkben vezetjiik le.
Blp,o,v,X feltételes poszterior stirliségfiiggvénye /F4/ alapjan:

1 g 1 [ o« x " .
f(ﬂlp,oz,y,X)ocexp(—z(Bo—ﬁ’) W (B= )= 5 (' (0) =X (p)B) (' (p) - X (p)ﬂ)j,/FS/
ahol kihasznaltuk, hogy p és o értékei a feltételes eloszlasban rogzitettek.

'

i 1 i i
Cholesky-felbontés segitségével (B,—p) ;' (B,—p) atirhat6 [VO 2B, ¥, 2 ,B] [VO 2B, -V, 2 ﬂ}

o, y'(p) X'(p)
alakra, ahol V, =V, 2V, 2. Bevezetvea z = 1 és Z = 1| jeloléseket, /F5/ atirhato
oV, 2B, oV, ?
tomorebb formara:
1 ’
f(ﬂ\p,crz,y,X)ocexp(—?(z—Zﬂ) (z—Zﬂ)j. /F6/

A dekompozicios szabaly® segitségével /F6/ igy is irhato:
2 1 2 A
1(B1p.c* y.x) e exp£—202(/3—ﬂ) z7(B-) . F7/

ami egy konstans tényez6tol eltekintve egy tobbvaltozos normalis eloszlas siiriiségfiiggvénye, azaz
Blp.o*,y, X~N ( B,c? (z 'Z)fl) . Tehat B feltételes eloszldsa normalis B, vérhato érték vektorral

és V| kovarianciamatrixszal, ahol:

1

-1
— * ’ * — 1
BI:(VO1+?X (p) X (p)j [VO 'By+

0_2

X'(p)y (p)j,

/F8-F9/

-1
EFE R
K:[VOW?X (p)y (p)) :
Hasonloképpen p| 8,07, v, X feltételes stiriiségfiiggvénye /F4/ alapjan:

% Dekompozicios szabalynak hivjuk a kovetkez6 azonossigot:
’

(z—Zﬂj(z—Zﬁ):(z—Zﬁ) (z—Zﬁ)+(ﬂ—ﬁ) Z'Z(ﬁ—ﬁ) , ahol ,B:(Z'Z)f1 Z'z, ami nem méas mint a
legkisebb négyzetek (vagy maximum likelihood) becsléfiiggvény.
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’

o' (R, —p))exp(—ﬁ(y*(p) ~X'(p)p) (y*(p)—X*(p)ﬂ)j JF10/

’

f(pw,az,y,X)ocexp[—%(Ro -p)

ahol kihasznaltuk, hogy £ ¢és o értékei a feltételes eloszlasban rogzitettek. Hasznalva

u, =CHD, — f, - B, - CIG, — B, - EDFAT, — f; - SPIRITS, — 3, - BEER, definicidjat, legyen u(p)

az u, -bol allo oszlopvektor, U ( p ) pedig az u,_, megfigyelésekbol all6 T x1 méretli matrix (vek-

tor). Ekkor »"(p)-X"(p)f=u(B)-U(B)p. Ez utébbi segitségével p|p,0°,y, X feltételes

striségfiiggvénye:

1
2

1(01.6% 5. X) e 3R =p) W5 (R =) oo =3 5 (u2) U £)0) () U (£)0) |11

Az /F11/ feltételes strtiségfiiggvény formajat tekintve megegyezik az /F5/ feltételes siirtiség-
fliggvénnyel, igy megismételve az eléz6kben leirt 1épéseket kapjuk, hogy p|B,0%,y,X feltételes
stiriiségfiiggvénye normalis eloszlasi R, vérhato érték vektorral és W, kovarianciamatrixszal,

ahol:

1

2
o

1

-1
RIZ[VVO + 72
o

vipyv ) (e s Lui)um)

L /F12-13/
W, :[ng +%U(,6’)'U(,B)) .

Veégiil o2 | B,p,v, X feltételes strtiségfiiggvénye /F4/ alapjan:

_ o (T+10+2) exp(_z;{so +(5"(P)-X(p) ﬁ’)l (¥ (P)-X"(p) ,B)D = /F14/

ahol kihasznaltuk, hogy £ és p értékei a feltételes eloszlasban rogzitettek. Az /F13/ kifejezés egy
konstanstol eltekintve egy ]G(SI,TI) closzlés siirliségfiiggvénye, ahol:

!

8= 8, +(u(B)-U(B)p) (u(B)-U(B)p), /F15-F16/
T=T,+T.
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2. Véletlen vektorok generilasa adott paraméteri normal
és inverz gamma eloszlasokbol

a) Véletlen vektor generdldsa N(B,V) paraméterii normdlis eloszldsbol

A matematikai-statisztikai programcsomagok 4altalaban rendelkeznek olyan véletlenszam-
generatorral, amely képes fiiggetlen, standard normalis eloszlast kovetd véletlen szamokat eldalli-
tani. Jelolje B az eldallitani kivant normalis eloszlas varhat6 értékének oszlopvektorat (sorainak
szama k), V pedig a kovarianciamatrixat. Allitsunk el6 egy k soru fiiggetlen, standard normalis
eloszlast koveté véletlen u vektort. Ekkor z=B+V" % médon definialt z véletlen vektor B
vérhato érték vektort, V' kovarianciaju normalis eloszlast fog kovetni.

b) Véletlen vektor generdldsa 1G(S,T) paraméterii inverz gamma eloszldsbol

S skala paraméter és T' szabadsagfoku inverz gamma eloszlast kovetd véletlen szam eléallita-
sahoz generaljunk egy T sort véletlen © oszlopvektort a standard normalis eloszlasbol. Ekkor
z=—— modon definidlt z véletlen véltozd § skdla paraméterli és T szabadsagfoku inverz

uu

gamma eloszlast fog kovetni.
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Summary

This study demonstrates one of the most widely used members of modern bayesian computa-
tions, Gibbs sampling. After introducing the theoretical background and the algorithm itself, a short
numerical example illustrates the procedure and the speed of convergence. The practical usefulness
is proven through the solution of a well-known problem with bayesian methods. This also enables
the authors to show similarities and differences of the classical frequentist theory and the bayesian
framework.
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