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A sportban az igazsagossag egyik lehetséges értelmezése szerint az egyenld ké-
pességii csapatoknak és jatékosoknak azonos valoszinliséggel kell(ene) nyernitik.
Ez a latszolag egyszerii kovetelmény a gyakorlatban szdmos esetben nem teljesiil.
Példaul Krumer, Megidish és Sela [2017] elméletileg, Krumer és Lechner [2017] pedig
empirikusan igazoljak, hogy a kdrmérkdzéses bajnoksagok eredménye nem fiiggetlen a
mérkdzések sorrendjétdl; mig a svajci rendszerii sakkversenyek rangsorolasi szabalya
elényben részesiti a javulo teljesitményii csapatokat (Csato [2013], [2017]). Tanulma-
nyunkban a labdartigasban alkalmazott biintetdparbajok ilyen értelemben vett igazsa-
gossaganak kérdését vizsgaljuk. Az 1968-as labdarigé-Europa-bajnoksag mérkdzései
arra inditottdk a FIFA-t (Fédération International de Football — Nemzetk6zi Labdaru-
go-szovetség), hogy az 1970-es labdarago-vilagbajnoksagtol kezdve az egyenes kiesé-
ses szakasz mérkdzésein, ha a rendes jatékiddben, majd a hosszabbitds utan egyarant
dontetlen az eredmény, akkor a korabban hasznalt pénzfeldobas helyett biintetoparbaj
dontson a tovabbjutasrol (4dnbarci—Sun—Unver [2018]).

A biintet6parbaj jelenleg érvényes szabalyai értelmében el0szor a jatékvezetd
pénzfeldobassal dont arrol, melyik kapura rugjék a tizenegyeseket, majd az egyik,
ujabb pénzfeldobassal kivalasztott csapat eldonti, elséként vagy masodikként végzi
el azokat (IFAB [2018] 10. fejezet, 91-94. old.). Ezutan az 4 és B csapat 6t-6t biinte-

tot rag az AB|AB|AB|AB|AB sorozatnak megfeleléen. Ha az egyik csapat behozha-

tatlan elényre tesz szert, a hatralevd biintetéragasokat mar nem végzik el. Amennyi-
ben az 6t kor alatt sem sziiletik meg a dontés, a biintetéparbaj hirtelen halal (sudden
death) szakasza kezdddik, valtozatlanul az 4B sorrendben, mely egészen addig foly-
tatodik, amig az egyik csapat be nem rugja, a masik csapat pedig ki nem hagyja a
tizenegyesét. Ez az un. ABAB szabaly.

Miutan a labdarugasban a biintet6k tobbsége sikeres, az adott kdrben a masodik
tizenegyest rugd jatékos tobbnyire nagyobb mentalis terhet visel, kiilondsen a har-
madik, negyedik tizenegyestdl, amikor egy hiba a mérk6zés azonnali elvesztését
jelentheti. Az IFAB (International Football Association Board — a FIFA Szabalyalko-
to Testiilete) éppen ezért tervezi a biintetdparbajok igazsagosabba tételét, ahogy azt a
labdarugas aktualis, 2018. junius 1-jét6]l hatalyos szabalykonyvében is megfogal-
mazza (IFAB [2018] Bevezetés — A jovo fejezet, 16. old.).

Az utdbbi idében tobb tudoméanyos munka foglalkozott a biintetéparbajok kiilon-
b6z6 mechanizmusaival (Anbarci—Sun—Unver [2015], [2018]; Brams és Ismail
[2018]; Echenique [2017]; Palacios-Huerta [2012]), és a téma szélesebb korben is
érdeklodésre tarthat szamot (Euronews [2018], MTA SZTAKI [2018)]).
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Kiindul6épontunk egy, a nagy presztizsii SIAM Review folydiratban kozelmultban
megjelent cikk (Brams—Ismail [2018]), ahol a szerzok egy matematikai-statisztikai
modell segitségével megmutatjak, hogy az altaluk javasolt Kiegyenlitd (catch-up)
szabaly sokkal kozelebb all az igazsagossaghoz, mint a determinisztikus ABAB me-
chanizmus. Feltevéseiket elfogadva elsé 1épésben belatjuk, a Kiegyenlitd szabaly
nem jobb a gyakorlatban mar kiprobalt ABBA rendszernél. Elemzésiinkbe bevonjuk a
Felzarkoztatd (behind first, alternating order) (4nbarci—Sun—Unver [2015], [2018]),
¢és a Palacios-Huerta [2012] javaslatanak egyszeriisitett formajat jelentd determinisz-
tikus ABBA|BAAB mechanizmusokat is. Végill javaslatot tesziink a Kiegyenlitd és
Felzarkoztatd szabalyok egy olyan modositdsara, amely tovabb kozeliti azokat a
vagyott egyenld nyerési valoszinliségek felé.

Tanulmanyunk a kdvetkez6 felépitést koveti. Az 1. fejezetben a biintetOparbajok
igazsagossaganak empirikus irodalmat targyaljuk, a 2. fejezet pedig a lebonyolitdsara
javasolt szabalyok miikodését vazolja. A 3. fejezetben ezeket a mechanizmusokat
értékeljiik egy egyszerli matematikai modell, illetve empirikus adatok segitségével.
frasunkat rovid 6sszegzéssel zarjuk.

1. Empirikus eredmények

A pszichologiai nyomas alatt csokkend teljesitmény vizsgalata a viselkedési koz-
gazdasagtan régota kutatott teriilete. Ahogy lattuk, a labdaragasban alkalmazott biin-
tetoparbaj felfoghatd egy természetes kisérletként: ha az elsd csapat értékesiti a biin-
tetdt, a masodikra nagyobb mentalis teher harul. A kivalasztas teljesen véletlenszert,
hiszen érmefeldobds dont arrol, ki valaszthat sorrendet. A feladat profi labdartigok
szamara nem tul bonyolult, jol gyakorolhat6, mechanikus folyamat, ahol szinte min-
den koriilmény allando (kapu mérete, kaputdl mért tavolsag stb.). Az eredmény egy-
szeriien megfigyelhetd, az adatok rendelkezésre allnak. Raadasul valdédi tétrél van
sz0, nem pedig kétséges 6sztonzoket alkalmazo laborkisérletrol.

Apesteguia és Palacios-Huerta [2010] 129 biintetOparbaj adatait vizsgalva azt ta-
laltak, hogy a parbajt kezdd csapat az esetek 60,5 szdzalékaban megnyeri a mérko-
zést. Probit regresszidval kontrollalva a hazai palyara, a csapatok kozotti eréviszo-
nyokra, illetve a megfelel6 bajnoksagra még erdsebb hatast mértek. Azaz tanulma-
nyuk alapjan a masodik riigéra pszichologiai nyomas nehezedik, amely rontja a telje-
sitményét.

Kocher, Lenz és Sutter [2012] ugyanakkor nem taldltak szignifikans elOnyt.
Az 540 megfigyelésbol allo adatbazisuk Apesteguia és Palacios-Huerta [2010] min-
tajanak kibovitése volt. A szerzOk szerint a kiilonbséget az adatgyiijtési modszerek
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okoztdk: Kocher, Lenz és Sutter [2012] az Gsszes vizsgalt labdarugotorna minden
bilintetéparbajat figyelembe vették 1970 és 2003 kozott, mig Apesteguia és Palacios-
Huerta [2010] szelektiv €s részben hibas adatokkal dolgoztak.

Palacios-Huerta [2014] a minta ujabb kibdvitésével 1001 megfigyelésen megis-
mételve a vizsgalatot, a korabbival egyezd, szignifikans eredményt talalt. Ehhez
hasonléan Da Silva, Mioranza és Matsushita [2018] az 1970 és 2016 kozotti
232 biintetdparbaj vizsgalatakor 59,48 szazalékos nyerési valosziniiséget allapitottak
meg az elséként rugo csapat szamara.

Arrondel, Duhautois és Laslier [2019] azonban ismét cafoltak Apesteguia és
Palacios-Huerta [2010] eredményeit. Vizsgalatukat joval frissebb, 2001 és 2018
kozotti adatokon végezték, minddssze 252 francia biintetoparbajt vettek figyelem-
be. Ugyanakkor azt talaltak, hogy a sikeres tizenegyes valosziniiségét szignifikans
mértékben negativan befolyasolja a tét nagysaga (hogyan alakul a sajat csapat vég-
sO gy6zelmének varhatd valoszinisége az adott biintetérugas fiiggvényében), és a
pszichikai nyomads (a sajat csapat vereségének ex ante valdsziniisége). Ennek ko-
vetkeztében a késobbi korok tizenegyeseit alacsonyabb valdszinliséggel értékesitik,
kiélezett helyzetben még a tapasztalt jatékosok is hajlamosabbak hibazni.

Vandebroek, McCann és Vroom [2018] cikke részben magyarazatot ad a korabbi
eredmények kozotti ellentmonddsra. Elméleti modelljiikben a rigd akkor talal be
alacsonyabb valosziniiséggel, amikor csapata éppen hatranyban van. Mivel a kezdd
csapat kisebb valdsziniiséggel keriil ebbe a helyzetbe, ezért arra jutottak, hogy a
hatranyban levokre nehezedé nyomas magyarazhatja a kezdd csapatok empirikus
elonyét.

Szimulacidjuk szerint mind Apesteguia és Palacios-Huerta [2010], mind Kocher,
Lenz és Sutter [2012] tal kevés megfigyelést hasznaltak a hatds egyértelmii kimutata-
sdhoz. Abbdl kiindulva, hogy egy tizenegyes 75 szazalékos valosziniiséggel sikeres,
a pszichologiai nyomas pedig 5 szdzalékponttal csokkenti ezt, 10 ezer — 540 megfi-
gyelésbol allo — mintat generaltak. Ezekkel az értékekkel elméletileg vissza kellett
volna kapniuk a 60-40 szazalékos gy6zelmi aranykiilonbséget a két csapat kozott,
mégis, csupan az esetek 56,5 szazalékaban talaltak 5 szazalékos szinten szignifikans
kiilonbséget, ami magyarazhatja az eltéré eredményeket.

Rudi, Olivares és Shetty [2019] az eddigi legnagyobb mintat hasznaltak, 6sszesen
1635 biintetdparbaj adatait gylijtotték ossze. Ennek alapjan a kezdd csapat 55 szaza-
Iékban nyeri meg a mérkdzést, ami 10 szazalékpontos elényt jelent a masodikként
ragoéhoz képest: a tizenegyesek értékesitésének valosziniisége a harmadik kortol
kezdve szignifikansan eltér egymastol. Bar a kiilonbség kozelebb van Kocher, Lenz
és Sutter [2012] eredményeihez, mint az Apesteguia €s Palacios-Huerta [2010],
valamint Palacios-Huerta [2014] éltal talalt 60 szdzalékhoz, mindenképpen szignifi-
kans kiilonbség, ami indokolhatja a lehetséges lebonyolitasi szabalyok vizsgalatat.
A szerz6k adatokra kalibralt atmenetvaldsziniiségeket hasznald, Markov-lancon

Statisztikai Szemle, 97. évfolyam 8. szém 779-798. oldal



Hogyan teheté igazsdgosabba a labdarigé-mérkdzéseket kévetd buntetéparbaj? 783

alapul6 modellje szerint a rugédssorrend megforditasa a paros kdrokben mar garantal-
ja az igazsagossagot.

Osszefoglalva, az attekintett cikkek alapjan nem zéarhato ki, hogy a biintetéparba-
jok soran az elséként rugd csapat elénybdl indul. Ezt alatamasztja, hogy a pénzfeldo-
bast nyerd csapat szinte mindig az elsd rugas jogat valasztja (2003 jaliusa el6tt min-
dig a pénzfeldobas nyertese kezdte a biintetoparbajt). Apesteguia és Palacios-Huerta
[2010] labdartgok €s edzOk kozott végzett felmérése szerint 95,9 szazalék dontene
igy, 1,6 szdzalék indifferens, mig 2,5 szazalék valasztasa az adott helyzettdl fligg.
A megkérdezettek jelentOs tobbsége ezaltal szeretne nyomast helyezni a masodiknak
rugo csapatra.

Ezért a kdvetkezékben az elsoként ragd csapat altal élvezett eldny (bizonyos ese-
tekben hatrany) csokkentése, a nyerési valoszinliségek kiegyensulyozasa a célunk,
abbol a feltételezésbdl kiindulva, hogy egy pénzfeldobas eredményre gyakorolt hata-
sa aligha indokolhat6.

2. A biintetoparbajok néhany mechanizmusa

A tovabbiakban 4-nak hivjuk azt a csapatot, amelyik az els6 korben kezdi a biin-
tetOparbajt, és B csapatnak a masodikként rugot. A jelenleg hasznalt mechanizmus az
un. ABAB szabaly, amely szerint az elsé korben kezd6 csapat fog minden egyes kor-
ben elsének ragni.

Kutatdk tobb lehetséges rendszert javasoltak a biintetdparbajok lebonyolitasara.
Az egyik legkézenfekvobb moddszer a jogosulatlan eldny csokkentésére az ABBA
szabaly, amikor az elsd két tizenegyes (4B) tikorképe a kovetkezd kettdé (BA).
Ezt mar tobb alkalommal tesztelték: els6ként a 2017 majusaban megrendezett férfi és
n6i Ul7-es labdartgé-Eurdpa-bajnoksagokon (UEFA [2017b]), majd a 2017. juniusi
férfi és néi Ul9-es labdartigé-Eurdpa-bajnoksdgokon (UEFA [2017a]). Az els6
ABBA rendszerii biintet6parbajt 2017. majus 11-én, a néi Ul7-es labdarug6-Europa-
bajnoksag elédontdjében Németorszag nyerte meg Norvégiaval szemben (Thomson
Reuters [2017]). A 2017-es angol labdaragoé-szuperkupa (FA Community Shield)
gybztese, az Arsenal szintén igy diadalmaskodott a Chelsea felett. Bar az IFAB
133. éves gylilése 2018. november 22-én ugy hatarozott, kellé tamogatottsag hianya-
ban — ami elsésorban a szabaly komplexitasanak kdszonheté — a jovoben nem alkal-
mazza azt (FIFA [2018]). Ennek ellenére példaul a holland labdartigdkupa 2018/19-es
idényében ezzel a mechanizmussal bonyolitjak le a biintet6parbajokat (KNVB [2018]).

Az ABBA szabalyt hasznaljak a teniszben, a 6-6-os allast kdvetd roviditett jaték (tie-
break) soran, ahol ez a mechanizmus garantdlja az igazsagossagot (Cohen-Zada—
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Krumer—Shapir [2017], [2018]). Ehhez hasonldan a sakkban, ahol a paros mérkdzések
paratlan szamu jatszmait vilagossal kezd6 jatékos szintén 60 szazalék koriili valoszinii-
séggel gy0z (Gonzdlez-Diaz—Palacios-Huerta [2016]), mar a 2006-os vilagbajnoki
dontotdl kezdve a 12 jatszmas mérkézés félidejében valtoztatnak a sorrenden, igy az
egyik sakkozo az 1., 3., 5., 8., 10. és 12. jatszmakban jatszik vilagossal.

Az ABBA szabaly tovabbfejlesztett valtozata az ABBA|BAAB rendszer, amely
alapjan a harmadik kort B, a negyediket 4, mig az 6tddiket ismét 4 kezdi, majd ez a
mintazat ismétlodik. Ez a Palacios-Huerta [2012] altal javasolt Prouhet—Thue—
Morse-sorozat egyszerusitett valtozata. Az eredeti felvetés szerint az ABBA|BAAB
sorozat forditva, BAAB|ABBA-val folytatodna, és igy tovabb. Ugy véljiik, az eredeti
Prouhet-Thue—Morse-sorozat hasznalata bonyolult lenne a mérkézések soran, és
nem jarna jelentdsen kiegyenlitettebb esélyekkel, mint az ABBA|BAAB szabaly.
Az emlitett mechanizmusok mindegyike determinisztikus, azaz a kovetkezd rugo
kiléte nem fiigg a korabbi biintetérigasok kimenetelétol.

A Kiegyenlito szabadly az el6z6 korben rugott tizenegyesek eredményének figye-
lembevételével hatarozza meg a rugas sorrendjét (Brams—Ismail [2018]). Alapeset-
ben az ABBA szabalyhoz hasonléan minden kdrben megcseréli a csapatokat, kivéve,
ha az el6z6 kor els6 ragdja kihagyta, a masodik viszont értékesitette biintetdjét, azaz
az elsének rugod csapat nem volt képes kihasznalni elényds helyzetét.

Ilusztracioként vegylik azt az esetet, amikor az 4 csapat két biintetdt értékesit, a
masodikat és a negyediket, mig a B csapat szintén kettot rag be, az elsdt €s a masodi-
kat. Az els6 biinteté B csapatnak sikeres (0-1), ezért a masodik kort 4 kezdi, ahol
mindkét csapat értékesiti a tizenegyesét (az allas 1-2). Igy a harmadik kort B kezdi,
itt mindketten kihagyjak (1-2). Tehat 4 kezdi a negyedik kort, rugodja értékesiti,
a B csapat jatékosa ellenben kihagyja biintetdjét (2-2). Mivel az el6z6 korben kihagy-
ta, a Kiegyenlitd szabaly értelmében az 6todik korben B az elsé rugd, de mindkét
csapat elhibazza a biintetdt (2-2). A biintetOparbaj a hirtelen halal szakasszal folyta-
todik, ahol a Kiegyenlité mechanizmus szerint A az elsé ragd. Tehat a sorrend
AB| AB|BA| AB|BA (hirtelen halal) AB|BA|4B...

A Felzdrkoztato szabaly értelmében mindig a hatranyban levd csapat kezdi a ko-
vetkezd kort, dontetlen allds esetén pedig az, aki az el6z0 korben masodiknak rugott
(Anbarci-Sun—Unver [2015], [2018]). A korabbi példanal maradva, mivel az elsé
korben csak B értékesiti a biintetdjét, a masodik kort 4 kezdi. A masodik korben
mindkét csapat berugja (az allas 1-2), ezért a harmadik kort, a Kiegyenlitd szaballyal
ellentétben, ismét A kezdi. Itt mindkét jatékos hibazik (1-2), ezért a negyedik kort
A kezdi. Ebben a korben A4 bertigja, B kihagyja (2-2), tehat a kovetkezd kort B kezdi.
Az 6todik korben mindkét csapat elhibazza tizenegyesét (2-2), igy a biintetGparbaj a
hirtelen halal szakasszal folytatodik, amelyet a Felzarkoztatdo szabaly értelmében
A kezd.
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Mind a Kiegyenlitd, mind a Felzarkdztat6 szabaly modosithato azzal, hogy a hir-
telen halal szakaszt minden esetben az elsé biintetdt masodikként ragd, tehat
a B csapat kezdi (feltéve, hogy a biintetOparbaj eljut idaig). A kezdd csapat elényé-
nek ezen kompenzalasa célszerii 1épésnek bizonyulhat az igazsagossag felé¢ vezetd
uton: az igy kapott Valtozo kiegyenlité (adjusted catch-up) szabaly a Kiegyenliténél
igazsagosabb mechanizmus (Csato [2019]). A hasonlé mddon definialt Vdltozo fel-
zdarkoztato (adjusted behind first, alternating order) szabaly vizsgdlatara elsdként
jelen tanulmanyban kertil sor.

A kiilonbdz6 szabalyok szerinti biintetOparbajokat az 1. tdblazatban foglaljuk 6sz-
sze, ahol v* a sikeres, mig % a sikertelen tizenegyeseket jel6li. Lathatd, hogy az els6,
rogzitett hosszusagu (6t korbdl allo) szakaszban torténtektdl fiiggetleniil, a Valtozo
kiegyenlitd és a Valtozo felzarkoztatd szabaly alapjan is a B csapat kezdi a hirtelen
halal szakaszt.

1. tablazat

Példa a kiilonbozo biintetoparbajokra

ABAB ABBA | AB®|BA* | Kicgyenlits ki\e/g?rﬁ?ta Felzirkoztato | . VAHO%0
Riigés szabaly
A ‘ B | A ‘ B ‘ A | B ‘ A B ‘ A | B ‘ A ‘ B ‘ A ‘ B
csapat
1 x x x x x x x
5 v v v v v v v
N v v v v v v v
4 v v v v v v
5. x x x x x X x
6. x x x x x x *
. P ,‘ v v
8. x v x * *
9. x * * * *
10 x x x x x x x
11 v v v Y
12 vi|v v v V1Y
13 v v * i * 1
14 x x v v x v x

Megjegyzés. v a sikeres, mig * a sikertelen tizenegyeseket jeloli. AB*|BA* = ABBA|BAAB .
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3. A szabalyok 6sszehasonlitasa

A kovetkezOkben a kiilonbozé modszerek igazsagossagat fogjuk értékelni.
Az empirikus kutatasok alapjan elfogadhato feltételezés, hogy azonos képességii
jatékosok esetén egy tizenegyes sikeressége csupan attdl fiigg, hogy adott kdrben
elsoként vagy masodikként ragjak (Apesteguia—Palacios-Huerta [2010]). Ekkor az
igazsagossag biztositdsahoz a két csapatnak azonos valdszintiséggel kell(ene) nyernie
a biintetdparbajt. Az els6 rigd ezért a magasabb p, mig a masodik az alacsonyabb
q valbszinliséggel taldl be, ami garantalja az elsé biintet6t rigd csapat elonyét.
Ugyanezt a modellt hasznalja Brams és Ismail [2018].

3.1. Nyerési valosziniiségek a hirtelen halal szakaszban

Ha a biintetOparbaj elso szakasza dontetlennel zarul, a tizenegyesek a hirtelen ha-
lallal folytatodnak. Ebben a részben addig jatszanak, amig egyik csapat értékesiti,
a masik kihagyja a biintetdjét. Tegyiik fel, hogy az 4 csapat kezdi a hirtelen halal

szakaszt. W(A) legyen annak valdsziniisége, hogy az 4 csapat megnyeri ezt, ameny-
nyiben a mérkézés eljut eddig. A (Valtozo) Kiegyenlitd, a (Valtozo) Felzarkoztato és
az ABBA szabalyok megegyeznek ebben a szakaszban, az els6 korben AB a sorrend,

a kovetkezében (ha van ilyen) BA, majd visszatér az AB. Brams és Ismail [2018]
levezetése alapjan

W(@;ﬂ'
2-p-q+2pg

Az empirikus eredményekhez kozel allo p=3/4 és g=2/3 valosziniiségek
mellett ¥ (4)=10/19~0,526.

Az ABBA|BAAB szabalyt tekintve négy esetet lehet megkiilonboztetni, attdl flig-
gben, hany elére meghatarozott korbdl all a biintetéparba;.

— A rogzitett hosszusagu szakasz 4k Korig tart: a hirtelen halalt
A kezdi, majd kétszer B, kétszer A... Jelolje S(A) annak valdszinisé-

gét, hogy az A csapat megnyeri a hirtelen halal szakaszt, ami nyilvan
p €s g figgvénye.
Annak valdszinlisége, hogy 4 az els6 korben nyer: p(l — q) .

Ha mindkét csapat bertigja, vagy kihagyja az elsé korben, a hirtelen
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halal szakasz a masodik korrel folytatodik, ennek valdszinlisége
pq+ ( 1- p)(l - q) . A masodik korben B kezd, tehat annak valoszinii-

sége, hogy 4 a masodik korben nyer: [ pq+ (1 —p)(l - q)](l —p) q.

A kovetkezd korben BA a sorrend, majd a negyedik korben AB, azaz
éppen forditottja az els6 két kdrnek. Az 6tddik kortdl pedig ismétlddik
az eredeti sorrend. Igy annak valdsziniisége, hogy a biintetéparbaj eljut
a harmadik korig, majd A4 csapat megnyeri a mérkdzést:

[ pg +(1-p)(1-q)] " (1-5().

Az S (A) valoszinliséget ezek utdn egyszerlien megkaphatjuk

a kovetkezo rekurziobol:
S(4)=p(1-a)+|pa+(1-p)(1-q)|1-p)a +
+ [pq+(1—p)(1 —q)] 2(1 —S(A)) .
Ebbol:

S(A>:p(l_q>+(1_p_q+ZPq)(l_p>q+(1—p—q+2pq)2 :

1+(1—p—q+2pq>2

p=3/4 é q = 2/3 mellett §(4)=99/193~0,513.

— A rogzitett hosszusagu szakasz 4k +1 korig tart: a hirtelen ha-
lalt B kezdi kétszer, majd kétszer 4, kétszer B...
Jelolje T (A) annak valoszinliségét, hogy az A csapat megnyeri

a hirtelen halal szakaszt:

(1-p)g+(1-p—q+2pqg)(1-p)g+(1- p—g+2pq)

T(4)=
( ) 1+(1—p—q+2pq>2

B

p=3/4 és q=2/3 mellett T(4)=87/193~0,451.
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— A rogzitett hosszusagu szakasz 4k +2 korig tart: a hirtelen
halalt B kezdi, majd kétszer 4, kétszer B...

Mivel ez az elsO eset forditottja, ezért annak valdsziniisége, hogy
A gybz: 1-S(4).

— A rogzitett hosszusagu szakasz 4k +3 korig tart: a hirtelen
halalt 4 kezdi kétszer, majd kétszer B, kétszer A4...

Ez pedig a masodik eset, csak A és B sorrendje felcserélve, igy an-
nak \Ealg')szinﬁsége, hogy az A csapat nyeri meg a hirtelen halalt:
1-T(4).

3.2. Musztracio: kétkoros biintetéparbajok

Apesteguia €és Palacios-Huerta [2010] empirikus eredményei alapjan Brams és
Ismail [2018] a p=3/4 és q=2/3 értékeket hasznaltak szamitasaikhoz, ezért jelen
tanulmanyban is ennél a valasztasnal maradunk.

[lusztracioként tekintsiik azt a példat, amikor a biintetéparbaj csupan két korbol
all, ezt a hirtelen halal szakasz koveti. Két kor esetén a Kiegyenlito és a Felzarkozta-
td szabaly megegyezik, hiszen a méasodik kdrben az el6z6 kor eredménye és az el6z6
korok alapjan kialakult 4llas ugyanaz.

Brams és Ismail [2018] alapjan a Kiegyenlité (Felzarkoztato) szabalyt hasznélva,
p=3/4 é q=2/3 mellett annak a valdsziniisége, hogy két kor utén:

—az A csapat nyer: X? (A) =41/144~0,285 !

—a B csapat gy6z: X* (B) =39/144 ~0,270;
— az eredmény dontetlen: X (T)=64/144 ~ 0,444 .

A Kiegyenlitd (és a kétkords eset miatt a Felzarkdztatd) szabaly alapjan a hirtelen
halél szakasz els6 korében A csapat kezd 58/144 ~ 0,403 valoszinliséggel.

Annak valésziniisége pedig, hogy a harmadik koért a B csapat kezdi,
6/144 ~ 0,042 . Kovetkezésképp annak valosziniisége, hogy az 4 csapat gy6z:

A+ —XxX—+—x—=—-—-~0,516.

Y2 ()= X*(4) 58 10 6 9 1413
144719 144719 2736

! Brams és Ismail ([2018] 188. old.) szamité4sa kerekitési hibat tartalmaz. A 2-es fels6 index azt jelzi, hogy
a valosziniiség a kétkoros biintetGparbajra vonatkozik.
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Ugyanakkor a Valtozo kiegyenlit6 (Felzarkoztatd) szabaly értelmében a hirtelen
halal szakaszt garantaltan a B csapat kezdi, tehat annak valdszinlisége, hogy az A lesz
a gyoztes:

& (A) :XZ(A)—f—ﬂxi:sz 0,495 .
144719 2736

Mivel az ABBA szabalyt Brams és Ismail [2018] nem vizsgaltak, ezért a nyerési
valoszinliségek szamitasat a tovabbiakban részletesen bemutatjuk.
Két kor alatt haromféleképpen gy6zhet az 4 csapat:

I. 2-0: Az A csapat mindkét biintet6jét értékesiti, mig a B mind-
kettot elhibazza. Az els6 korben 4 berigja, B kihagyja p(l — q) valo-

szinliséggel. A masodik kort B csapat kezdi, de nem sikertil értékesiteni
a biintet6t, mig a masodiknak rugd 4 csapat sikeres, ennek valdsziniisé-
ge (1 — p)q . A két esemény egyiittes valdszinlisége: p(l —q)(l — p)q .
II. 2-1: A mindKkettét berugja, mig B csak az egyiket. Ez az allas
két kiilonb6z6 moédon johet [étre:
— B az elsé korben rugja be. Az els6 korben mindkét csapat ér-
tékesiti a biintetdjét, ennek valdsziniisége: pg. A masodik kort
B kezdi, de kihagyja, majd A berugja (1 — p)q valésziniiséggel.
A két kor egyiittes valoszintlisége: pq(l — p)q .
— B a masodik korben rugja be. Az els6 korben A berugja, B ki-
hagyja p(l—q) valoszinliséggel. A masodik kérben B kezd, és

mindkét csapat értékesiti a biintetdt pg valosziniiséggel. A két kor

egylittes valoszinlisége: p (1 —q) rq .

Annak valészintisége, hogy a végeredmény 2-1:
pa(1-p)g+p(1—9)pq -
I1I. 1-0: A egyet bertug, mig B mindkettét kihagyja. Ebben az
esetben is két kiillonb6z6 forgatokonyv képzelhetd el:
—A az elsé biintetdjét értékesiti. Az elsd korben A berugja,
B kihagyja p(1—¢) valoszintiséggel. A masodik kérben mindkét
csapat kihagyja (1— p)(l—q) valészinliséggel. Az egyiittes valo-
szintiség: p(1—q)(1-p)(1-q).
— A a masodik korben rugja be. Az elsé korben mindkét csapat
kihagyja (1— p)(l—q) valészinliséggel. A masodik korben els6-
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nek rugod B kihagyja, 4 berugja, (1 — p)q valoészintliséggel. Vagyis
a két kor egylittes valoszinlisége: (1 —p)(l —q)(l —p)q .

Tehat az 1-0 végeredmény p(l — q)(l — p)(l - q) +
+ (1 — p)(l — q) (1 — p) q valdszintiséggel kovetkezik be.

A p=3/4 és q=2/3 feltevést haszndlva:

—az A csapat gy6zelmének valdszinlisége
X7?(4)=41/144~0,285;

—a B csapat nyer X> (B) =41/144~0,285 valosziniiséggel;
— a dontetlen valosziniisége X > (T) =62/144~0,431.

Nem meglepd, hogy az ABBA szabaly két (sot, tetszdleges paros szami1) kor alatt
egyenlo esélyeket biztosit mindkét csapatnak.

Az ABBA mechanizmus alkalmazasakor a hirtelen halal szakaszt (a harmadik
kort) az A csapat kezdi, tehat annak valdszinlisége, hogy 4 megnyeri a mérkdzést:

YZ(A):XZ(A)JFQXQ:@M,SU .
144719 2736

Az ABBA|BAAB szabaly az els6 két kor soran megegyezik az ABBA -val, tehat
az egyes csapatok nyerési valosziniisége is ugyanakkora. A hirtelen halal szakaszt
azonban a B csapat kezdi, és a 3.1. alfejezetben kiszamoltak alapjan annak valoszi-
nlisége, hogy az 4 nyeri meg: 1—S (A) Tehat annak valdszinisége, hogy a mérko-
zés A gyb6zelmével zarul:

62 94 13741 _

Y2 (4)=X7(4)+——x

22 10,494
1447193 27792

Osszefoglalva, bér az eredeti ABAB szabalyhoz képest mindegyik médszer igaz-
sadgosabb eredményre vezet, a kétkords példa alapjan a Valtozo kiegyenlité (felzar-
koztatd) modszer egyenliti ki leginkabb az esélyeket. Mig a Kiegyenlité (Felzarkoz-
tatd) 100><(O,516/ 0,48471>:6,8 szazalékos, az ABBA 4,64 szazalékos elonyt, az

ABBA| BAAB mechanizmus pedig 2,3 szazalékos hatranyt ad a biintet6parbajt kezdo
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csapatnak, addig a Valtozo kiegyenlitd (Felzarkoztatd) szabaly alapjan a kezdd csa-
pat csupan 1,92 szazalékos hatranyban van.

2. tablazat
Az A csapat gySzelmi valésziniisége (p=3/4 és q=2/3)
Kér ABBA AB* |BA* | Kiegyenlits Viltoz6 Felzirkoztato Viltozo
£y kiegyenlitd felzarkoztato
Els6 0,526 0,513 0,526 0,526 0,526 0,526
Masodik 0,511 0,494 0,516 0,495 0,516 0,495
Harmadik 0,519 0,489 0,518 0,515 0,516 0,512
Negyedik 0,508 0,504 0,513 0,501 0,512 0,500
Otodik 0,515 0,509 0,514 0,509 0,512 0,506
Hatodik 0,507 0,497 0,512 0,504 0,510 0,501
Hetedik 0,513 0,492 0,512 0,507 0,510 0,503
Nyolcadik 0,506 0,503 0,511 0,504 0,508 0,501

Megjegyzés. AB*|BA> = ABBA|BAAB .

3.3. Melyik a leginkabb igazsagos mechanizmus?

A tovabbiakban tobb korre is megnézziik a kiillonb6z6 modszerek teljesitményét.
A szamitas az el6z6 alfejezetben leirtakhoz hasonldéan végezhetd, azonban a képletek
egyre bonyolultabba valnak, ezért csak a numerikus eredményeket kozoljik.
A 2. tdblazatban lathatok az els6 tizenegyest rugd A csapat nyerési valdszinliségei a
kiilonb6z6 szabalyokkal, legfeljebb nyolckords, hirtelen haldl szakasszal zarul6 biin-
tetdparbaj esetén, ha p=3/4 és g=2/3. Ezeket a valoszinliségeket hasznélva a
jelenleg hasznalatos ABAB szabaly esetén nagyjabol visszakapnank a kezd6 csapat-
nak azt az elényét, amelyet az empirikus kutatasok is talaltak (Brams—Ismail [2018]).

A 2. tablazatban lathat6 értékek alapjan megfigyelheté egy paros-paratlan hatas.
Ha a biintetOparbaj paros szamu elére meghatarozott korbdl all, akkor a két csapat
esélyei mindegyik modszer esetén kiegyenlitettebbek. Erdekes eredmény, hogy a
viszonylag egyszerli ABBA szabaly paros szamu kor mellett jobbnak bizonyul
a Kiegyenlito és a Felzarkoztatd szabalynal. Amennyiben csak egyetlen koros a biin-
tetOparbaj, akkor az ABBA| BAAB modszer bizonyult a legigazsagosabbnak, azon-
ban ez a kiegyenlitett hirtelen halal szakasznak koszonhet6. Ha tobb elére meghata-
rozott kor van, akkor a legjobb mddszernek a Valtozé felzarkoztatd szabaly bizo-
nyul. A jelenleg hasznalt 6tkords rendszerben a Valtozo felzarkoztatd szabaly mind-
Ossze 2,43 szézalékos eldnyt ad a kezdd csapatnak.

Statisztikai Szemle, 97. évfolyam 8. szém 779-798. oldal



792 Csatd Laszlé - Petroczy Déra Gréta

Az eddigiekben feltettiik, hogy p=3/4 é g=2/3. Az 1. abra a Vandebroek,

McCann és Vroom [2018] nyoman elvégzett érzékenységvizsgalat eredményét mu-
tatja: amennyiben az els6 rugo rogzitett — jelen esetben 75 szdzalékos — valdszinii-
séggel értékesiti biintetdjét, a masodik ragd hatranya, azaz p—gqg fiiggvényében
abrazolhatd az A csapat nyerési valosziniisége (a grafikon robusztus p valasztasara
nézve). A vizsgalt mechanizmusok kozil az ABBA és a Kiegyenlitd szabalyok
a legkevésbé igazsagosak, mig az ABBA|BAAB és a Valtozd kiegyenlitd szabalyok

ismét hasonldan szerepelnek. A Felzarkoztatdé ugyan ezeknél rosszabb, de a legki-
sebb elényt az ennek modositasaval kapott Valtozo felzarkéztatd mechanizmus jut-
tatja a kezdd csapatnak. Matematikai érdekesség, hogy az utobbi szabaly igazsagta-
lansaga nem monoton, mert a masodikként riigd csapat nagymértékii (a gyakorlatban
kevéssé valdszinil) hatrdnya a hirtelen haldl szakaszon keresztiil jobban kompenzal-
hato, mint egy kozepes, 12-13 szazalékpont koriili kiilonbség. Sot, 25 szazalékpont-
nal nagyobb eltérés esetén mar a kezdd csapat keriilne rosszabb helyzetbe.

1. dbra. Az A csapat gyézelmi valosziniisége

otkords biintetéparbaj esetén, hirtelen haldl szakasszal

0,54

0,53

0,52

0,51 -

0,50

0,49

0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0,150 0,175 0,200
p ¢s g kiilonbsége

—a— ABBA ---A--- ABBA[BAAB ---=--- Kiegyenlit6
—&— Valtozo kiegyenlit6 = —e— Felzarkoztato —— Valtozo felzarkoztato
szabaly

3.4. A szabalyok empirikus 6sszehasonlitasa
Az elézdkben egy olyan matematikai modellt vizsgaltunk, ahol a sikeres biintetd-

rigas valoszintisége kizardlag attol fliggott, az adott csapat jatékosa elsé vagy maso-
dik ragoé-e. Apesteguia és Palacios-Huerta [2010] 6konometriai vizsgalatokkal iga-
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zolja, hogy egyetlen masik valtozé sem tekinthetd szignifikdnsnak. Ugyanakkor
a tizenegyesek értékesitésének esélye kiillonbozik az egyes kordkben, ahogy
azt a 3. tdblazat mutatja.

3. tablazat

A sikeres biintetérigas empirikus valosziniisége az egyes kordkben

Kor Els6 ragd Masodik rugd
Els6 0,79 0,72
Masodik 0,82 0,77
Harmadik 0,77 0,64
Negyedik 0,74 0,68
Otsdik 0,74 0,67

Forrdas: Apesteguia és Palacios-Huerta ([2010] 2558. old.).

0,54

0,52

0,50

0,48

0,46

2. abra. Az A csapat empirikus gyézelmi valosziniisége

otkoros biintetéparbaj esetén, hirtelen halal szakasszal

22

AN

(2/3; 3/5) (3/4; 2/3) (3/4; 3/5)
Sikeres biintetérugas valosziniisége a hirtelen halal szakaszban (p; q)
B ABBA OABBA|BAAB B Kiegyenlitd
Valtozo kiegyenlitd Felzarkoztato 0O Valtozo felzarkoztato
szabaly

A hirtelen haldl szakaszban érvényes valdsziniiségekrdl — a kis mintaelemszdm
miatt — véleményiink szerint nem 4ll rendelkezésre megbizhat6 adat, ezért ott a ko-
rabban alkalmazott feltevésiinkkel éliink, azaz az els6 ragd p, mig a masodik g valo-
szinliséggel értékesiti tizenegyesét. Az igy szamolt ,.,empirikus” nyerési valosziniisé-
gekrol a 2. abra tajékoztat. Ismét az 4BBA szabaly teljesit leggyengébben az igazsa-
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gossag szempontjabol. A Felzarkdztatd mechanizmus jobb a Kiegyenliténél, és
mindkét rendszer teljesitményén javit, ha a hirtelen haldl szakaszt biztosan az els6
biintet6t masodikként ragd B csapat kezdi. Kozeli p és g értékek esetén az
ABBA|BAAB determinisztikus szabaly all legkdzelebb az igazsagossaghoz, a kii-
16nbség novekedésével azonban ez a mechanizmus egyre inkabb hatranyos a biinte-
toparbajt kezdd A csapat szamara.

3.5. Tovabbi megfontolasok

A biintet6parbajok hirtelen halal szakasza a labdarugo-mérkézések egyik legiz-
galmasabb, leginkabb kiélezett része. Ennek varhato hossza a tizenegyesek rogzitett
D és q értékesitési valosziniisége mellett fiiggetlen a ragési sorrendtdl, azaz Brams és
Ismail [2018] alapjan:

1

El=—
p+q—2pq

3. dbra. A hirtelen haldl elérésének valosziniisége otkoros biintetdpdrbaj esetén

0,3 1 —

0,2 4

0,1 4

0,0 -

(2/3; 3/5) (3/4;2/3) (3/4; 3/5) Empirikus
Sikeres biintetériigas valosziniisége (p; q)
EABBA OABBABAAB 0O(Valtozo) kiegyenlité @M (Valtozo) felzarkoztatd
szabaly

A hirtelen halal elérésének valoszinlisége a 3. abran lathato. Ez az ABBA ¢és
ABBA|BAAB szabalyoknal azonos, amennyiben a p és g valdsziniiségek nem val-
toznak az egyes korokben. Mivel a Valtozo kiegyenlitd és felzarkdztatdé mechaniz-
musok azonosak a Kiegyenlitdvel és a Felzarkoztatoval a rogzitett hosszlisagu sza-

Statisztikai Szemle, 97. évfolyam 8. szém 779-798. oldal



Hogyan teheté igazsdgosabba a labdarigé-mérkdzéseket kévetd buntetéparbaj? 795

kaszban, a hirtelen halal elérésének valdszinliségét nem befolyasolja az altalunk
javasolt modositas. Ezek alapjan a Kiegyenlitd szabaly alkalmazasa némileg, a Fel-
zarkoztatoé pedig jelentdsebb mértékben izgalmasabba tehetné a biintetdparbajokat.
A targyalt szabalyokkal kapcsolatban felmeriilé 0jabb kérdés lehet azok csalés-
biztossaga: eléfordulhat-e, hogy egy tizenegyes szandékos kihagyasaval valamelyik
csapat 0sszességében jobban jar? A determinisztikus mechanizmusokat biztosan nem
lehet ilyen médon manipulalni, hiszen a biintetériagasok sorrendje nem befolyasolha-
td. A Felzarkoztato szabaly esetén egy csapatnak hatranyba kell keriilnie a kovetkezd
kor(ck)ben elsd rigd pozicidjanak megszerzéséhez, ami nem lehet optimdlis straté-
gia. Végiil a Kiegyenlitd modszer akkor teljesiti a csalasbiztossag feltételét, ha
( p—q)§1/2 teljesiil (Brams—Ismail [2018]), ami a gyakorlatban szinte biztosan

fennall. A Valtozé kiegyenlitd és felzarkoztatd szabalyok nem manipulalhatok,
amennyiben eredeti valtozatuk sem az.

4. Osszefoglalas

Az igazsagossag ¢€s a méltanyossag fogalma, a kdzgazdasagtan szamos teriileté-
hez hasonléan, a sportban is felmeriilhet a szabalyokkal szemben megfogalmazott
kovetelményként.

Jelen munkaban az igazsagossag egy lehetséges értelmezésébdl indultunk ki, mi-
szerint azonos képességii csapatoknak ugyanolyan valdszintiséggel kell megnyernitik
a mérkdzést. A labdarugésban a hosszabbitast kovetd esetleges biintetdparbaj rugési
sorrendjét meghatarozd szabaly a dontéshozok altal elfogadottan megsérti ezt a kdve-
telményt. Ezért hat alternativ mechanizmust hasonlitottunk 6ssze egy matematikai
modell segitségével, illetve empirikus alapokon. Koziiliik kett6t, melyek a masodik
tizenegyest rago csapatot részesitik elényben a hirtelen halal szakaszban, els6ként mi
javasoltunk.

Szamitasaink szerint a Valtozé felzarkoztatd szabaly tlinik az igazsagossag ezen
fogalmahoz legkozelebb allonak. Ezzel szemben a Kiegyenlit6 modszert aligha cél-
szeri alkalmazni, hiszen egyrészt nem sokkal jobb az egyszeriibb ABBA mechaniz-
musnal, masrészt egy egyszerli modositassal javithatd a teljesitménye (Valtozo ki-
egyenlitd). A bemutatott empirikus eredmények alapjan ugyan nem lehetiink bizto-
sak abban, hogy a biintet6parbajt kezdd csapat valoban szignifikans eldnyt élvez, az
altalunk targyalt valamely szabaly hasznalata azonban biztosan nem karos, hiszen
részben képes kompenzalni az esetleges problémat, és talan a biintetéparbajok jelen-
tette izgalmakat is tovabb novelné.
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Summary

In soccer, if a match remains undecided after the extra time, a penalty shootout decides which
team advances to the next round. During this stage, a team chosen by a coin toss kicks the first
penalty in each round, which leads to a significant advantage that is unfair and may harm efficien-
cy. The authors present some alternative mechanisms for penalty shootouts and compare them by
a mathematical model. The rule called “behind first, alternating order” which gives the first penalty
to the team behind by scores, turns out to be the closest to the principle of equal treatment of
equals. This design can be further improved through a modification suggested in the study.
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