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A heteroszkedaszticitas az 6konometriai modellezés egyik kulcsfogalma, és bar
valdjaban meglehetdsen egyszer(i fogalom, talan bonyolult hangzast neve is hozzaja-
rul ahhoz, hogy megértése és gyakorlati kezelése olykor elég nehézkes. Az oktatas-
ban szerzett tapasztalatok alapjan sokszor gy tiint, hogy a hallgatok itt adtak fel a
regresszios modell megismerését, itt jutottak el oda, hogy a tovabbiakban meg se
probaltdk megérteni.

E rovid iras célja, annak bemutatasa, hogy a heteroszkedaszticitas fogalmat, és a
vele kapcsolatos fontosabb, elsésorban becslési vonatkozasokat a megszokottnal
egyszeriibben is lehet targyalni, legalabbis, ami az alapokat illeti. A modell, amit itt
hasznalunk, igen egyszeri, és esetenként még ezt is csak specialis, konnyen kezelhe-
t6 esetekre vizsgalom, hiszen mindez ,,csak” arra szolgal, hogy megértsiik ezt a fon-
tos fogalmat, €s a vele kapcsolatos leglényegesebb tételeket. Ezért ez a kis iras nem
helyettesitheti a heteroszkedaszticitds részletesebb 6konometriai leirasait, melyek a
magyar nyelvll szakirodalomban is hozzaférhet6k (Kérosi et al. [1990], Maddala
[2004], Ramanathan [2003]).

A heteroszkedaszticitas fogalma és egy egyszerii modellje

A heteroszkedaszticitas altalaban egy modellben a szoérasok kiillonbozdségét je-
lenti. Sok modell esetén, foként az egyszeriiség kedvéért, a kiillonb6z6 csoportok, ka-
tegoriak, valtozoértékek mogott meghuzodo sokasagok szorasai egyenldségét feltéte-
lezik. Ez ritkan fedi a valosagot, de kényelmes feltételezés, tobbnyire leegyszerisiti a
modell szerkezetét, igy a becslését, tesztelését stb. is. Az egyenld szorasok feltétele-
zése, azaz a homoszkedaszticitds, nem természetes feltevés, hanem mesterséges egy-
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76 Hunyadi Laszlé

szeriisités (hasonldan az idésorelemzés stacionaritds fogalmdhoz). A heteroszkedasz-
ticitas tehat nem hiba (mint ahogy azt sok konyv targyalja), hanem nyitas a valosag
felé. Hibanak csak abban az Osszefiiggésben lehet tekinteni, amelyben — elsésorban
didaktikai okokbdl — a lehetd legegyszeriibb, homoszkedasztikus modellt tekintjiik
alapnak.

A heteroszkedaszticitds bemutatasara és egyes kérdéseinek kezelésére szokasos
linedris regresszidés modell helyett most egy egyszerl atlagbecslést tekintiink, amely
persze felfoghatd olyan lineéris regresszidnak is, ahol csak a tengelymetszet egyiitt-
hatéja kiilonbozik 0-t6l. Kiinduld pontunk az, hogy adott egy heterogénnek tekinthe-
td sokasag, amelyben azonban a kiilonb6zd, eltérd szorasu csoportok kozos varhato
értékkel rendelkeznek, és feladatunk ennek a kozos varhatd értéknek a becslése. E
feladat mogé kiilonféle interpretaciokat képzelhetiink. Egy ilyen feladat lehet az,
hogy két vagy tobb agazatban hasonlok az atlagfizetések, am az eltérd vallalatszer-
kezet (példaul nagysag) miatt az agazati szorasok lényegesen eltérnek egymastol.
Egy masik lehetséges feladat lehet az, hogy valamely miiszaki cikk atlagarat kivan-
juk becsiilni, kombinalt idésoros és keresztmetszeti adatokbodl. Ha feltételezziik az at-
lagar stabilitasat (ami a gyartastechnologia fejlédése, illetve az ezzel parhuzamosan
zajlo miiszaki fejlodés ereddjeként idoben stabilnak tekinthetd), akkor az idében val-
toz6 (boviild) valaszték kovetkeztében ugyancsak valtozo szoras tételezhetd fel.

Ezekben az esetekben kiilonbozé szorasu részsokasdgokbol vesziink mintakat,
amelyek nagysaga is valtozhat. Egy ilyen feladaton mar jol megmutathatok a hetero-
szkedasztikus kornyezetben torténé becslések tulajdonsagai, de a még egyszeriibb
targyalas érdekében a tovabbiakban azt is feltételezziik, hogy minden részsokasagbol
egyetlen elemi mintat veszilink a becslés érdekében. Ekkor tehat feladatunk a kovet-
kezd.

Legyen y,,¥,,...,¥, egy n-elemii FAE-minta, ahol feltételezziik, hogy v, ~ (u,cf)
és o, ismert szords. A cél a kozos p varhato érték becslése.

Ez a feladat nem mas, mint a legegyszeriibb atlagbecslés kiterjesztése nem egyen-
16 szoras (variancia) esetére. Hangsulyozzuk, hogy a kiilonb6z6é mintanagysagok
elvben semmit sem valtoztatnanak a késébbieken, csak a jeldlések valnanak 1ényege-
sen bonyolultabba, és igy féld, hogy éppen az a pont sikkadna el a targyalasbol, ami
miatt ezt a kis elemzést végezziik. Ezért maradunk ennél a végletekig lecsupaszitott,
leegyszerusitett modellnél. A tovabbiakban ezen a modellen keresztiil mutatjuk meg
a becslés 6 problémait, a lehetséges becslofiiggvényeket és azok tulajdonsagait.

A hagyomanyos (OLS-) becslés

A legegyszeriibb becslofiiggvényt p -re ebben az esetben is a kozonséges legki-
sebb négyzetek (OLS) mddszerével nyerhetjiik a kdvetkezé modon.
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A heteroszkedaszticitdsrél egyszeribben 77

Legyen egyszerli modelliink

Yi=uteg;,

ahol a modell végletesen egyszerti szerkezete folytan €, varhato értékétdl eltekintve
ugyanolyan tulajdonsagokkal rendelkezik, mint y,. Ezért az OLS azt a [1 -t keresi,
amelyikre

g=30 1) 1/

minimalis. Vegylik észre, hogy /1/ nem veszi figyelembe az eltérd variancidkat, azaz
a heteroszkedasztikus kornyezetet.
A megoldas egyszerli szélsoérték-feladat megoldasaként kdzismert:

vagy a késobbi targyalassal jobban 6sszhangban 1&v6 jelolésekkel:

Rops =2.w;y;» ahol Wi:l‘ 12/
i=1 n

Ennek a becsléfiiggvénynek a tulajdonsagai azonnal adédnak:

— Torzitatlan, azaz E({i,;g)=u, hiszen E(y,)=p és Y w =1;
-l

— Variancigja:

n n 2
Var(fio.s)= Y. wiVar(y,)= 2;’:1261' , /3/
i n

ami alapjan — rogton belatjuk — lehet kisebb variancidji torzitatlan
becsléfliggvényt késziteni.

— A variancia becslése értelmetlen, hiszen nincs elegendé minta-
elemiink a becsléshez. (Megjegyezziik, hogy ha az emlitett, stlyozott
feladatot vizsgaltuk volna, akkor elvben lenne elegendd szabadsagfo-
kunk a variancidk becslésére, de a szokasos (OLS) varianciabecslés
ekkor is értelmetlen, hiszen nem egy, hanem tobb variancia létezik.
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78 Hunyadi Laszlé

Egy ad hoc becslofiiggvény jobb tulajdonsagokkal

Ez az irodalomban nem szokasos becslofiiggvény a gyakorlatban sem hasznalatos,
itt csupan érdekességképp mutatjuk be annak demonstralasara, hogy a
heteroszkedasztikus kdrnyezetben a hagyomanyos becsléfiiggvény milyen gyengén
teljesit. Ez a becsldfiiggvény azon az Gtleten alapul, hogy a nagyobb szorasu réteghez
tartoz6 mintaelem aranyosan kisebb sulyt képviseljen a becsléfiiggvényben, és for-
ditva. Ezért alakja:

R uJ 1/o;
=>wy,;,ahol w,=——"—. 4/
Wam E iVi " Vo,

Mivel a konstrukciojanal fogva Zw =1, a /4/ becslofiiggvény is torzitatlan,

i=1

varianciaja pedig

~ 2L

Var(MAH) > ( o ) /51

el & 1/0)2

Konnyen belathaté, hogy az /5/ variancia kisebb vagy egyenlé a /3/ OLS-
variancajaval, azaz

n 2
Zi lGi 16/

(= l/cs)z

Az egyenldtlenség igazolasdhoz szorozzuk meg mindkét oldalt #-nel, majd von-
junk gyokot mindkét oldalon. Ekkor azt kapjuk, hogy

., 12
n < Zi=1 612 /7/
2o n ’

ami pedig a harmonikus, és a négyzetes atlagok kozti kdzismert nagysagrendi rela-
cio.! Ekkor /7/ azt jelenti, hogy az OLS-becsléfliggvény ilyen feltételek mellett nem
lehet minimalis varianciaja, hiszen a ,.,taldlomra” felvett becslofiiggvény is torzitatlan,
de varianciaja kisebb.

! Koszonet Mihalyffy Laszlonak az itt nytjtott latszolag apro, de valdjaban nagyon hasznos segitségért.
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Tovabbi becsléfiiggvények

Az Okonometriai szakirodalom tovabbi becsléfiiggvényeket javasol a hetero-
szkedasztikus esetre. Ezek koziil kiemelkedik a WLS, amelyik azon az elven nyugszik,
hogy a variancidkkal forditottan sulyozott eltérés-négyzetdsszegeket minimalizélja:

N2
g:z[yf—_“J —>min,, 8/
i=1 O;
. nfly—n) 1
SzElsdérték-szamitassal azonnal addodik, hogy a 2—‘%=—2Z[u}——0
i=1 Gl cSi
egyenlet megoldasa adja a becslofliggvényt:
~ Ul l/ Gl-z
=>wy 6 W=—"—. 19/
Wwrs E Y S o2

Ez a becslofiiggvény természetesen torzitatlan és varianciaja:

Var(ﬁlWLS)=i (1/6?).61.2 =3 (1/65) = 1 /10/

A ef Al yef Thiel

Ugy is becslofiiggvényhez juthatunk, ha a torzitatlan becsléfiiggvények halmazan
minimaljuk annak varianciajat. Ha mindez a linearis becslofiiggvények terén torténik,
akkor jutunk el a legjobb torzitatlan, linearis becsléfiiggvényhez (BLUE). Esetlinkben
ez azt jelenti, hogy a kdvetkez6 korlatozott széls6érték-feladatot kell megoldanunk:

Y w’c? —min,,, feltéve, hogy w, >0 és Y w, =1. 11/
i=1 i=1

A megoldast itt csak a legegyszerlibb (7 =2 ) esetre mutatjuk meg, mivel tetszo-
leges n esetére a megoldas kicsit hosszadalmas (Hunyadi [2000]). Ekkor

2.2 2 2 :
g =w/o] +(l—wl) 6, —min,,

és a szélsoérték 1étezésének elsérendi feltétele

B 67— 20— )2 =0.
owm
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2
Ezt atrendezve w, -re az adodik, hogy w, :% , és innen természetesen
170,
w, = o7 Tovabbi egyszeri atrendezés utan ebbdl az kaphato, hogy
1 2

/o
=, 112/
" 1/012+1/c5§

ami analdg a /9/ WLS-sulyokkal. A hivatkozott tanulmany éltalanossagban is bizo-
nyitja ezt, ezért azt allithatjuk, hogy a WLS a legjobb lineéris torzitatlan becslofiigg-
vényt (BLUE) eredményezi. Megjegyezziik, hogy a /12/ silyok alkalmazasanak egy
gyakori példja a portfolidelmélet, ahol két (vagy tobb) kockazati (varianciaja) be-
fektetés minimalis kockazat (optimalis) portfolidjat kivanjuk Gsszerakni az 6sszeté-
tel (stilyok) alkalmas megvalasztasaval.

Eddig a valtozok eloszlasara semmiféle feltételt nem kotottiink ki, ezért ezek az
eredmények eloszlastdl fliggetlenek, az eloszlasra nézve robusztusak. Ha feltétele-
zlink valamilyen ismert eloszlast a sokasagi valtozora, akkor a maximum likelihood
alkalmazasaval tovabbi, még erdsebb eredményeket nyerhetiink. Ilyen esetekben ké-
zenfekvo a normalis eloszlas feltételezése, ami annyit jelent, hogy mintaelemeinkre a
tovabbiakban az y,~ N(u,o;) feltételezést tessziik, és a fiiggetlen mintaelemek mi-
att a kovarianciamatrix diagonalitasat is feltételezziik. Ekkor a likelihood fliggvény
¢s a log-likelihood fliggvény rendre a kdvetkezo lesz:

n 2
L= ! ! ex _lz Yimh )
J2n ) 6,650, 23\ o

2
logL = C—lZ(—yi _Hj )

2,‘:1 G;

ahol a C konstansban foglaltuk 6ssze a p -t6l nem fiiggd tagokat. A log-likelihood
sz€lsértékhelyén jutunk el a maximum likelihood (ML) becsldfiiggvényhez. Az els6
derivalt:

mogL:(fyi_“J-i, 13/
op -1 O o;

1
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¢és ennek 0-helyén lehet széls6érték. /13/-at megoldva az kapjuk, hogy

A U 1/0-2
=>wy és w=——->. /14/
12378 E{ i Vi 221:11/61'2

Mivel ezen a helyen a masodik derivalt negativ, ez valoban ML-becsléfliggvény,
és lathatd, hogy pontosan megegyezik a /9/ WLS-becslofiiggvénnyel. Ez természete-
sen azt is jelenti, hogy normalis eloszlas esetén rendelkezik az ML nagymintas tulaj-
donsagaival (konzisztens, aszimptotikusan hatdsos és hatareloszlasa normalis).

A likelihood fiiggvény elemzése azonban még tovabbi kdvetkeztetések levondsat
engedi meg. A masodik derivalt ugyanis

d*logL _ a1
ou? Do’

1

¢és ennek alapjan az informdacios hatar ennek varhato értékének —1-szerese

| 1
IwW=>—=——_. /15/
) E o; Var (ﬁ WLS)

Ez azt jelenti, hogy ha feltételezziik a sokasagi valtozok normalis eloszlasat, akkor
a kozos vérhato értékre készitett becslofiiggvény variancidja eléri a Cramér—Rao also
hatart, igy a becslofiiggvény véges mintan is abszolut hatdsos (MVUE) (Hunyadi
[2001]).

Kovetkeztetések
A kovetkeztetéseket Osszefoglalva kirajzolodik az a néhany allitas, amelyek eb-
ben, a legegyszerlibb esetben jellemzik a heteroszkedasztikus kornyezetben készitett

becsléseket.

— Heteroszkedasztikus ~ kornyezetben a p  egyszeri OLS-
becsléfliggvénye torzitatlan marad.
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— A variancia OLS-becslése ebben az esetben értelmetlen.

— Konnyen lehet talalni olyan torzitatlan becsléfliggvényt, amelyik
variancigja kisebb, mint az OLS-becsléfliggvényé, tehat az elveszti ha-
tasossagat.

— A sulyozott legkisebb négyzetekkel késziilt becsléfliiggvény
(WLS) torzitatlan és a legjobb linearis tulajdonsagokkal rendelkezik.

— Ha feltételezziik, hogy a valtozok normadlis eloszlast kovetnek,
akkor a maximum likelihood modszer a WLS-sel megegyezd becslo-
fliggvényt javasol. Ez nem csupan aszimptotikusan, de véges mintak-
ban is legjobb (minimalis varianciaju) torzitatlan becsléfiiggvény, és
nagy mintak esetén 6rokli az ML tulajdonséagait, azaz konzisztens, és
hatareloszlasa normalis.

Mint azt kordbban emlitettiik, a vizsgalt modell az y, =B, +B,x; + ¢, lineéris reg-
resszi6s modell specidlis esete, ha B, =p és B, =0. A heteroszkedaszticitassal kap-
csolatos 6konometriai elemzések legegyszeriibb esetben egy ilyen regressziés mo-
dellbdl indulnak ki, de mivel a heteroszkedaszticitas a maradékvaltozo jellemzdje, az
itt bemutatott tulajdonsagok analogok az 6konometriabdl ismertekkel, értelemszerii
altalanositasok mellett.

Nem foglalkoztunk a heteroszkedaszticitas egy sor egy€b vonatkozasaval, igy azzal,
hogy miként lehet kimutatni (grafikusan, tesztekkel), azzal, hogy miként lehet becsiilni,
és a becslésnek milyen tulajdonsagai vannak akkor, ha a o, -k nem ismertek, milyen
hatassal vannak a kiilonféle transzformaciok a heteroszkedaszticitds kezelésére stb.
Reméljiik azonban, hogy elértiik azt az alapvetd célt, hogy egyszerii, konnyen attekint-
hetd feladaton, jorészt elemi eszkdzok segitségével megmutassuk a heteroszkedasz-
ticitas jelenlétében alkalmazott és alkalmazhat6 becslések tulajdonsagait.
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