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Empirikus elemzéseknél gyakori eset, hogy a vizs-
galat szempontjabol nem minden adat hordoz hasznos
tartalmat, azaz az adatallomany redundans. Ez az eset
a tobbvaltozos linedris regresszidszamitasnal a multi-
kollinearitassal magyarazhat6. A multikollinearitas fel-
ismerésének, mérésének ¢és e jelenség karos kovetkez-
ményeinek csokkentésének szamos modja ismert.
Azonban, kérdéses, hogy mit jeleznek a multi-
kollinearitds mérészamai, illetve az, hogy a multi-
kollinearitas jelenlétének karos kovetkezményei ho-
gyan, illetve milyen lehetséges mellékhatasokkal csok-
kenthet6k. A tanulmanyban &sszefoglalom, illetve vé-
leményezem a multikollinearitas detektalasanak, illet-
ve mérésének kozel hisz modjat, valamint a
multikollinearitas negativ hatasainak csokkentésére ki-
dolgozott nyolc modszert.
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Mai globalizalodo vilagunkban egyre inkabb novekszik a dontéshozok infor-
macidigénye. Az adatok mennyiségének nagymértékii névekedése nem jar egyiitt au-
tomatikusan a megfelel6 mértékili informaciondvekedéssel. Igazabol a dontéshozok-
nak ma mdr nem az adatok hidnyéval, hanem azok bdségével kell szembenéznitik.
Eppen ezért, empirikus elemzéseknél lényeges kérdés a metrikus adatok informacio-
tartalma, mivel a nagyon nagy mennyiségll adat gyakran kevés informaciot hordoz,
azaz nagymértékii a redundancia. Ez utobbi alatt a vizsgalat szempontjabol ijabb in-
formaciot, érdemleges kozlést mar nem tartalmazo, ,.felesleges” adatokat értjiik
(Petres—Toth [2006]). Kiilondsen igaz ez a linearis regresszios modellek alkalmaza-
sakor. Tobbvaltozos empirikus elemzéseknél a statisztikai modszerek koziil leggyak-
rabban a regresszidos modellt alkalmazzak, melynek legismertebb tipusa a standard
linedris regresszios modell. Ez matrixalgebrai jelo1éssel az

y=Xp+¢ /1/

forméban irhat6 fel.
A modellben szerepld ismeretlen paraméterek » megfigyelésbol all6 minta alap-
jan torténd becsléfiiggvénye a legkisebb négyzetek modszere szerint a kovetkezd.

B=(XX)" XYy. 12/

A B funkciondlis operator olyan hipersikot eredményez, amely a legjobban il-
leszkedik a megfigyelések n-dimenzids ,,pontfelhdjéhez”.

A regresszioszamitas gyakorlati alkalmazasakor tigyelniink kell arra, hogy a stan-
dard lineéris regresszids modellt ne hasznaljuk, ha valamelyik feltétele nem teljesiil.
Kozgazdasagi elemzéseknél ennek leggyakrabban harom oka lehet:

1. autokorreldcio: a hibatagok egyiittmozgésa szignifikans;

2. heteroszkedaszticitds: a hibatag szorasnégyzete nem allando;

3. multikollinearitas: a magyarazovaltozok egyiittmozgasa statisz-
tikailag jelentds, azaz szignifikans. Linearis regresszidos modellek ese-
tén ez a jelenség a redundancia egy fajtajaként értelmezheto.

A standard lineéris regresszios modellben a becsiilt paraméterek varianciait a

Var(p)=o’ (XX)" /3/
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alapjan tudjuk kiszamitani.
Mivel az el6z6 két 0sszefliggésnél a hibatagok o? varianciaja szdmunkra isme-
retlen, ezért ennek a becsiilt paraméterek variancidit a

Var(B)=s2 (XX) ' 4/

képlettel becsiilhetjiik.

1. A multikollinearitas fogalma

A multikollinearitas fogalma a szakirodalomban latszolag egységes. Az egyes
meghatarozasok altalaban egy-egy szoban térnek el egymastol, de — mint latni fogjuk
— ez jelentds tartalmi valtozast jelent. A multikollinearitas fogalmat Ragnar Frisch
vezette be. Olyan esetek leirdsara hasznalta, amikor egy valtozd tobb Osszefiiggésben
szerepel. Ezekben a vizsgalataiban nem kiilonboztette meg az eredményvaltozot a
magyarazovaltozoktol. Feltételezése szerint, minden valtozé mérése hibés, ez alapjan
kell becsiilni a valtozok tényleges értékei kozotti korrelaciot (Maddala [2004]).

Nagyon feliiletes meghatarozas az, hogy a multikollinearitas a tényezdvaltozok
fliggetlenségének a hianya. Ezzel a meghatarozassal az a probléma, hogy nem deriil
ki egyértelmiien az, hogy mit értiink a magyarazovaltozok fliggetlensége alatt. Netan
ezek linedrisan fliggetlenségét, vagy statisztikai értelemben vett fliggetlenségét. To-
vabba, nagyon erds korrelacios kapcsolatok esetén sem feltétlen lehet linedrisan 6sz-
szefiiggd valtozokrol beszélni. Viszont, az biztos, hogy barhogyan is értik a fiigget-
lenséget, ennek hidnya esetén nem lesz minden korrelacios egyiitthaté nulla, azaz va-
lamilyen mértékii egyiittmozgas létezik a tényezovaltozok kozott.

A standard linearis regresszios modell egyik alapfeltétele, hogy a magyarazoval-
tozok egymastol linedrisan fliggetlenek legyenek. Ezért, egyes forrasokban
multikollinearitdson a tényezdvaltozok linedris fiiggetlenségének hianyat értik. Ez
gyakorlatilag azt jelenti, hogy valamelyik tényezdvaltozé kifejezhetd a tobbi ténye-
zGvaltozd nem trividlis linedris kombinacidjaként. Ennek kovetkeztében az X'X
matrix nem invertalhatd, igy a regresszios egyiitthatok /2/ képlet szerinti becslése
nem lehetséges. A tovabbiakban ezt a megkozelitést a multikollinearitds egy specia-
lis esetének tekintem, melyet extrém multikollinearitisnak neveziink. Ez az eset a
gyakorlatban nem okoz kiilondsebb problémat, mivel kdnnyen kezelhetd.

Az empirikus elemzések sordn nagyon gyakran taldlkozhatunk az extrém
multikollinearitashoz kozeli esetekkel, amikor is az X'X matrix ugyan invertalhato,
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de egyes becsiilt paraméterek variancidi nagymértékben ndvekednek a hibatagok
szorasnégyzetéhez képest. A multikollinearitassal foglalkozé szakirodalmak dontd
tobbsége ezzel az esettel foglalkozik. Azonban, eldljaroban megjegyzem, hogy
multikollinearitason sokkal altalanosabb jelenséget is lehetne érteni, mégpedig a té-
nyezévaltozok egyiittmozgasat. Természetesen ennek a meghatarozasnak a specialis
esetei mindenki szamara visszaadnak azt a fogalmat, amit a multikollinearitason ért.

A multikollinearitas szignifikans volta egy adottsidg és nem az alkalmazott modell
hibdja. Empirikus vizsgalatokndl gyakran komoly probléméat jelent a
multikollinearitds felismerése ¢és okanak megtaldldsa, hiszen egyrészt a
multikollinearitds negativ kovetkezményei nem mindig Ilépnek fel, masrészt a
multikollinearitast nemcsak egy valtozo, hanem egy valtozdcsoport is okozhatja. Igy
sejthetd, hogy a multikollinearitas mérészamai nem minden esetben jellemzik megfe-
leléen ezt a jelenséget. A multikollinearitds mérdszdmainak értelmezése sokszor
meglehetdsen szubjektiv. Ugyanis a mérészamok tobbsége arra ad valaszt, hogy a
vizsgalt adatdllomany mennyire nem idedlis, azaz milyen mértékben tériink el az
»idealis esett]l”, amikor is minden tényez6valtozo linedrisan fliggetlen egymastol.
Néhany mérészam esetén nincs egyértelmii hatar az ,,eltérés” karos mértékii jelzésé-
re. A multikollinearitds negativ hatdsainak csokkentésére, illetve kikiiszobolésére
gyakrabban haszndlt moddszerek sikeressége nagymértékben fligghet a
multikollinearitds pontos felismerését6l. Ezen modszerek tobbségének alkalmazésa
ugyan csokkenti, pontosabban — mint latni fogjuk — csokkentheti a multikollinearitas
negativ kovetkezményeinek mértékét, de ez mas negativ kdvetkezményekkel (példa-
ul jelentés informacioveszteséggel, az eredmények nem megfeleld értelmezhetdsé-
gével) jarhat.

2. A multikollinearitas kovetkezményei

A multikolinearitassal foglalkozé tanulmanyok, tankonyvfejezetek szinte kivétel
nélkiil megemlitik a multikollinearitas negativ kvetkezményeit. Mint a késébbiek-
ben révilagitok, a sokszor emlegetett negativ kovetkezmények nem mindig, csak bi-
zonyos esetekben (near multicollinearity) jelentkeznek.

A multikollinearitds gyakran emlegetett kovetkezményei a kovetkezok.

— A becslés és az elérejelzés torzitatlan marad.

— A regresszids egyiitthatok /3/ képlettel adott standard hibai n6-
nek.

— Az egyes magyarazovaltozok szeparalt hatasanak vizsgalata ér-
telmetlenné valik. Ugyanis, a becsiilt paraméterek szorasnégyzete /4/
szerint nagy mértékben novekszik, melynek kovetkeztében a parcialis
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F-probak (vagy t-probak) értelmiiket vesztik, hiszen ezen probafiigg-
vényeknek az értékei nagyon alacsonyak lesznek.

— A regresszids paraméterek /2/ képlettel adott becslése bizonyta-
lanna, instabilla valik. Ezt szemlélteti az 1. és a 2. abra.

1. abra. A magyarazovaltozok nem szignifikdans egyiittmozgdsa

Forras: Trickovié [1976].

2. abra. Szignifikans multikollinearitds

Forrds: Trickovié [1976].
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Az eddigiek szerint, ha a hasznalt modellel kizarélag eldrejelzést szeretnénk ké-
sziteni, akkor nem jelent tulsagosan nagy problémat a multikollinearitds jelenléte.
Azonban a tényezdvaltozok parcialis hatdsainak vizsgalata értelmetlenné valik.

A 1. abra azt mutatja, hogy — a magyarazovaltozok statisztikailag jelentéktelen
egylittmozgasa esetén — a becsiilt paraméterek varianciai, a jelentés egyiittmozgas
esetén kiszamitott szorasnégyzetekhez viszonyitva joval kisebbek. Ez azért van, mert
az elsd esetben az adatallomany ,,pontfelhdje” minden dimenzidban szorddik, €s igy
a raillesztett sik stabil. Mig a 2. dbra ,,pontfelhdje” nem mindegyik dimenzioban sz6-
rodik, igy a raillesztett sik konnyen kibillen, azaz instabilla valik az illesztés.

A kovetkezmények kozott talaljuk azt, hogy a becsiilt regresszios paraméterek
varianciai novekednek, illetve értékiik magas lesz. Ezzel az allitassal kapcsolatosan
két problémat lehet megfogalmazni. Egyrészt nem mindegyik variancia fog néni,
masrészt pedig, mit értiink az alatt, hogy ezeknek magas értékiik lesz. Erre mutatott
14 Maddala [2004]. Olyan ellenpéldat ad, amelyben a magyardzévaltozok nagyon
er6s kapcsolatai ellenére a becsiilt paraméterek variancidi — a korabbi vizsgalati
eredményekhez képest — alacsony értékiinek tiinnek.

A latszdlagos ellentmondés abban rejlik, hogy szamos irodalom elfelejti feltiin-
tetni, hogy a varianciak ndvekedését ceteris paribus értjiik. Ugyanis, ha megvizsgal-
juk a /3/ és a /4/ 6sszefiiggést, akkor lathatjuk, hogy a becsiilt paraméterek varianciai
két tényez6tdl fliggnek. Egyrészt, a hibatagok varianciajatol, masrészt a képletben
szerepld (X'X)_1 matrix diagondlis elemeitdl. A Maddala [2004] altal adott ellen-
példaban azért nem lesznek nagyok a becsiilt paraméterek varianciai, mert alacsony a
hibatagok variancidinak becsiilt értéke, azaz a rezidualis szérasnégyzet. Ezért, gya-
korlatilag a becsiilt paraméterek variancidinak nem az abszolut nagysagat kell ceteris
paribus nézni, hanem azt, hogy mekkora ezeknek

Var(, ;
# =(XX)' /5

inflalodésa a hibatagok varianciajahoz képest.

3. A multikollinearitas felismerése, mérése,
illetve méroszamainak biralata

A multikollinearitas detektalasanak és mérésének szamos modja ismert, azonban
ezek koziil kevés a széles korben elfogadott mivel, egyrészt a multikollinearitas de-

Statisztikai Szemle, 86. évfolyam 1. szédm



44 Kovécs Péter

tektalasa sokszor nagyon nehéz feladat, masrészt a mutatok tobbségének értelmezése
meglehetdsen szubjektiv.
Egy mutatoval szemben tdmasztott minimalis elvarasok a kovetkezok.

1. A mutaté normalt legyen, azaz értéke 0 és 1 kozé essen.'
2. A mutat6 szintetikus (atfogd) legyen.
3. A mutat6 értelmezése objektiv legyen.

A tovabbiakban e szempontok szerint is elemzem a multikollinearitas néhany mu-
tatojat. A multikollinearitas felismerésének egy egyszerii modszere az, hogy a ténye-
zOvaltozok korrelacidos matrixat vizsgalva, nagyobbnak tekintjiik a multikollinearitas
mértékét, ha a foatlon kiviili elemek abszolut értékei messzebb esnek nullatol. A
mobdszerrel tobb probléma van. Az 1. tdblazat korrelacids matrixaban a korrelacios
egylitthatok nullatél vald kiilonbozdségeirdl nem tudjuk megallapitani, hogy azok je-
lentdsek-e, vagy sem. A mddszer nem hatarozza meg egyértelmiien azt, hogy hany
korrelacids egylitthatd szignifikans eltérése jelez multikollinearitast.

A Klein-féle hiivelykujjszabdly szerint akkor kell szignifikans multi-
kollinearitassal szdmolni, ha a magyarazovaltozok korreladciés matrixaban létezik
olyan korrelacids egyiitthatd, amelynek értéke kozel van a tobbszords korrelacios
egylitthato értékéhez (Herman et al. [1994]). Ez a mddszer meglehetdsen szubjekti-
ven értelmezi a kozelség fogalmat, abbdl a szempontbol, hogy a kdzelség mindenki-
nek mast és mast jelent, azaz nincs olyan egyértelmii kiiszObszam, amely alapjan azt
mondhatjuk, hogy egy korrelacios egyiitthatd kozelinek tekinthetd a tobbszords kor-
relacids egylitthato értékéhez.

Mason és Perreault [1991] azt javasolta, hogy a vizsgalatba vont eredményvalto-
76 és m darab tényezdvaltozo felhasznalasaval, a valtozok megkiilonboztetése nélkiil
készitsiik el az Osszes lehetséges (m+1)-dimenzios regressziés modellt Ggy, hogy
mindegyik modellben az eredményvaltozé eredetileg egy-egy magyarazovaltozo
volt. Amennyiben ezen modelleknek a tobbszords determinacios egyiitthatdi kiseb-
bek az eredeti szereposztasi modell tobbszords determinacids egyiitthatojanal, akkor
a multikollinearitds nem jelent problémat a vizsgalat szempontjabol (Mason—
Perreault [1991]).

Az M, szintetikus mutaté a magyarazovaltozok és az eredményvaltozd kozotti
korrelacios matrixot haszndlja. Ha a magyarazovaltozok egymastdl fiiggetlenek, ak-
kor a tobbszoros determinacids egylitthato értéke megegyezik az eredményvaltozo és

a magyarazovaltozok kozotti paronkénti korrelacids egyiitthatok négyzetosszegével.

Ennek az 0sszegnek az r;, . t6bbszords determindcios” egyiitthatd tenyleges

értékétdl valo eltérése a multikollinearitas jelenlétére utal.

' Ez az elvarss altalanossagban nem kovetelmény, csak hasznos tulajdonsag.

> Az rf_xl Xp.x, 3150 indexében a pont utdn a tényez6valtozok felsoroldsa ezek linearis kombinacidja utal.
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m
_ 2 2
Ml - z ryx, ryJ‘l X seees Xy

i=1

A f6 kérdés az, hogy mekkora eltérés jelez erés multikollinearitast (Herman et al.
[1994]).
Egy masik szintetikus mutato6 az

2 2 2
M - ry.xl 3 XD 5eees Xpy Z] (ry.xl 3XD ey Xpy ry.xl sX2 ,...,Xj,l ,)Cj+1 s Xpy ) > /6/
Jj=

aminek a tObbszords determinacios egylitthatohoz kozeli értéke jelentds
multikollinearitast jelez (Forster—Egermayer [1966]). A ,kozelség” értelmezése
szubjektiv, rdadasul az M értéke negativ is lehet. A /6/ képlet magyarazatanak két
fobb megkozelitése ismert. Az egyik szerint, a /6/ képletet atrendezve lathatjuk, hogy
az Osszefliggés a tobbszords determinacids egyiitthatdt bontja fel a tényezdovaltozok
kozvetlen hatasaira, illetve az M altal mért kozvetett hatasra, tehat az eredményvalto-
70 szorasnégyzetének a magyarazovaltozok altal egyiittesen megmagyarazott hanya-
dat bontjuk fel a tényezdvaltozok altal kiilon-kiilon és egy kozdsen meghatarozott
részre. (Lasd a 3. abrat.)

3. abra. Az M-mutato illusztracioja

Azl magyarardvaltozd altal
kézvetlenil megmagyarazott rész

eredmenyvaltozd vananciaga

A2 magyardzdvaltozd altal
keézvetlenill megmagyarazott rész

M

Forras: Sajat szerkesztés.
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Két magyarazovaltozd esetén a targyalt Osszefiiggés szerkezete gyakorlatilag a
szitaformula analdgija, az egyiittesen megmagyarazott részre, mint halmazra alkal-
mazva. Marpedig a szitaformula végeredménye nem lehet negativ eldjelti. Tehat a /6/
képletnek az e fajta interpreticidja nem tokéletes, ugyanis a magyarazovaltozok koz-
vetlen hatdsainak mértéke nem egyezik meg a képletben szerepld értékkel. A /6/ kép-
letben kozvetlen hatasként azt mérjiik, hogy ha egy adott magyarazovaltozot utoljara
kapcsolunk be a modellbe, akkor az mennyivel ndveli meg a tobbszords determina-
ciés egylitthatd értékét. Theil (1971) ezeket a tényezdket, azaz a /6/ képlet Ossze-
adando részeit az adott valtozonak a tdbbszords determindcios egyiitthatohoz tartozd
novekményi hozzajarulasanak nevezte. Pontosan ezek a ndvekmények jelentik a /6/
képlet masik magyarazatat. Ha az Gsszes tényezOvaltozo paronként fiiggetlen, akkor
a tobbszords determinacios egyiitthatd értéke pontosan megegyezik a névekmények
Osszegével, tehat ekkor a mutato értéke nulla.

Egy tjabb lehetséges vizsgalati modszer a magyarazovaltozok ortogonalitdsanak
vizsgalata. Ha a magyarazovaltozok linedrisan fiiggetlenek egymastol, akkor a mo-
dellben szerepld tényezovaltozok ortogonalisnak tekinthetdk, ekkor a tényezdévalto-
z0k korrelacios matrixanak determinansa egy. Minél jobban tavolodunk ett6l az eset-
tol, a korrelacios matrix determinansanak abszolut értéke egyre inkabb nulldhoz ko-
zelit. A korrelacios matrix determindnsa megegyezik a matrix sajatértékeinek szorza-
taval. Ez a modszer csak alacsony dimenzidszam esetén haszndlhaté megfelelden
(Fellman [1981]). A kérdés megint csak az, hogy mit jelent a nulldhoz valé kozel-
ség?

A Farrar—Glauber (Farrar et al. [1970]) -féle vizsgalat szerint a korrelacidos mat-
rix determinansa megkdzelitéleg 2 -(khi-négyzet) eloszlasiva transzformalasaval a
kovetkez6 probafiiggvényt kapjuk.

v :—(n—l—%(2m+5)]detR.

A hipotézisvizsgalat nullhipotézise a magyarazovaltozok linedrisan fiiggetlensége,
vagyis az, hogy a determinans abszolut értéke egy. Ennek a statisztikai probanak a

-1
szabadsagfoka % (Hulydk [1969]). Meg kell jegyeznem, hogy a nullhipotézis

elfogaddsa nem jelenti automatikusan azt, hogy nem 1ép fel a multikollinearitas a
modellben.

A magyarazovaltozok korrelacios matrixanak inverzét vizsgalva megallapithato,
hogy a matrix diagonalis elemei egynél nem lehetnek kisebbek. Minél nagyobb az
egylittmozgas egy valtozo és a tobbi valtozo kozott, anndl jobban eltérnek egytdl a
megfeleld diagonalis elemek. Ez alapjan egy parcialis probat lehet alkalmazni a
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multikollinearitas tesztelésére. Wilks kimutatta (Hulydk [1969]), hogy a diagonalis
elemek megkozelitdleg n—m és m—1 szabadsagfoku F-eloszlastiva transzformal-
hatok, ami a kovetkezd probafiiggvényt eredményezi.

o, ::’ﬂ__”l“(R;l—l).

A proba nullhipotézisének elvetése azt jelenti, hogy a vizsgalt magyarazovaltozo
és a tobbi tényezdvaltozdé kozott — adott szignifikanciaszint mellett — a
multikollinearitas szignifikansnak tekinthet6 (Hulydk [1969]).

A multikollinearitas jelenlétére gondolhatunk akkor is, amikor a két tényezoéval-
toz6 kozotti parcidlis korrelacios egyiitthato értéke jelentdsen eltér a két valtozod ko-
zOtti  korrelacios  egyiitthatd  értékétdl. A parcidlis korreldcios egylitthatok
szignifikancidjanak t-proba segitségével torténd tesztelését is alkalmazhatjuk, termé-
szetesen normalis eloszlés feltételezése mellett.

Frisch sugarkevetérképek modszere (bunch maps) a normalt regresszids egylittha-
tok abrai alapjan kdvetkeztet a multikollinearitas jelenlétére. Az eljaras megfeleld ru-
tin nélkiil nagyon nehézkesen alkalmazhatd. A modszer nem kiilonbozteti meg a ma-
gyarazovaltozokat az eredményvaltozotdl, tehat bemenetként adott m +1 darab val-
tozo. Ezutdn mindegyik valtozonak az atlagatol valo eltéréseire elészor (m+1)-
dimenzios linedris regresszids modellt illesztiink gy, hogy minden valtozé szerepel-
jen eredményvaltozoként is. Igy kapunk m+1 darab m+1 valtozos linearis
regresszidegyenletet. Ezek mindegyikébdl kifejezziik kiilon-kiilon az 6sszes valtozot.
Gyakorlatilag igy mindegyik valtozot m +1 darab egyenlettel irjuk fel a tobbi valto-
70 segitségével. Ezek utan iterdljuk az eljarast, vessziik az Osszes lehetséges m-
dimenzios modellt stb. Az iteracios eljarast két dimenzidig ismételjiik. A kapott par-
cialis regresszios egyiitthatokat az 9sszehasonlithatésag kedvéért normalnunk kell. A
sugarkévetérképekben ezeket a normalizalt egylitthatokat abrazoljuk. A normalizalt
parcialis regresszios egyiitthatok kifejezhetok a megfeleld korrelacios egylitthatok
adjungalt matrixanak egy-egy megfelel6 elemének hanyadosaként. Ezen hanyadosok
szamlaloi, illetve nevezdi lesznek a sugarkévetérképeken dbrazoland6 koordinatak.
Egy sugarkéve nem mas, mint egy-egy valtozopar kozotti, 0sszes kapott — adott di-
menzioju — egyiitthatok abraja. A kévék zartsagabol, meredekségébdl és a sugarak
hosszabol kimutathaté a multikollinearitas, illetve megallapithatd, mely magyarazo-
valtozok lesznek hasznosak, karosak, illetve feleslegesek az eredményvaltozé ma-
gyarazatanak szempontjabol. A kéve zartsaga azt mutatja, hogy a két valtozo kozott
milyen szoros kapcsolat van. Minél rovidebb egy sugér, annal szorosabb a kapcsolat
a tobbi valtoz6 kozott, ezért azok lesznek a legfontosabb valtozok, amelyekhez a leg-
hosszabb sugarak tartoznak (Corradi [1967]).
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A VIF; (Variance Inflation Factor — Varianciainflacios tényez§) nem szintetikus

mutatd hiszen minden magyarazovaltozora kiilon-kiilon kiszamitjuk, azaz ez a muta-
t6 valamelyik valtozoéhoz probalja kotni a multikollinearitast. Ez azért nem tal sze-
rencsés, mert sok esetben a multikollinearitast nem egy valtoz okozza.

1

VIF; =—— . 11/

xj.xl s X2 ,...,Xj,l ,)Cj+1 s Xy

Ha a j-edik tényezdvaltozo linedrisan fiiggetlen a tobbi magyarazovaltozotol, ak-
kor e mutatd6 értéke eggyel egyenld. Extrém multikollinearitds esetén a mutatd értéke
végtelen. Az

¥, =0 _J /8/

szerint standardizalt magyarazovéltozok esetén (X’X);j1 =VIF, > A VIF,-mutat6

megmutatja a [A3 ; becsilt regresszids egyiitthato variancidja inflalodasanak mértékeét
a hibatagok varianciajahoz viszonyitva. Ennek értelmezése meglehetsen szubjektiv
abbol a szempontbol, hogy nincs egyértelmi kiiszobszam a multikollinearitas karos
voltanak jelzésére. Egyes szerzOk szerint a mutatd 6t és e feletti értéke jelez erds
multikollinearitast. A VIF; -mutatd reciprokat toleranciamutatonak nevezziik. Ennek
értéke nulla és egy kozé esik. Minél nagyobb a multikollinearitas mértéke annal ko-
zelebb van a mutato értéke a nullahoz (Kovdcs—Petres—Toth [2004]).

A VIF; -mutatd 6thz képest nagyon magas értéke miatt érdekes Bowerman pél-
d4ja. Az amerikai hadiflotta korhdzainak 1979-es vizsgalatakor 17 kérhaz adatai
alapjan a havi munkaorak szamara illesztett regresszios modell eredménye Az 1. tab-
lazatban lathat6 (Feng-Jeng [2006]).

Az 1. tablazat adataibol megallapithato, hogy a VIF; -mutaté értéke az apolas at-
lagos idGtartamat leszamitva minden valtozo esetén nagyobb 6tnél, azonban az érté-

kek nagyséagrendje kozott jelentds kiilonbség mutatkozik. A multikollinearitasért el-
sOsorban valdsziniileg vagy az ellatandd paciensek napi atlagos szama, vagy az apo-

’ Ugyanis, a magyarazovaltozok korrelaciés matrixa alapjan felirhaté a VIF; = R;jl Osszefiiggés. Ekkor —a

X —X; . g, , 1
kizardlag az X = Y_J szerint standardizalt valtozokra érvényes — X'X =R egyenlet figyelembevételével az
; 2
ne’;
J

(X’X);j1 =VIF; sszefliggést kapjuk.
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lasi napok szdma egy hénapban, vagy mindkét valtozo felelds. Ennek eldontésére to-
vabbi vizsgalatokra lenne sziikség. Most csak annyit allithatunk, hogy nem tiinik cél-
szerlinek ezt a két tényezOvaltozdt egyszerre ugyanabban a modellben szerepeltetni.
Egyébként e két valtozd esetében a r-statisztika értéke is igen alacsony, azonban ezt a
multikollinearitas jelenléte miatt nem értelmezhetjiik megfeleléen.

1. tablazat
A havi munkaoradk becslése linedris regresszios modellel
. . Becsiilt regresszios N

Valtozok , t-statisztika VIF;

paraméterek J
Tengelymetszet 1962,482 1,832 -
Az ellatando6 paciensek napi atlagos szama 15,852 0,162 9597,57
A havonta elvégzett rontgenvizsgalatok szama 0,056 2,631 7,94
Az apolasi napok szama egy honapban 1,590 -0,514 8933,09
A korzethez tartozok szama (ezer f6) —4,219 —-0,588 23,29
Az apolas atlagos idotartama (nap) -394,314 —-1,881 4,28

Forras: Feng-Jenq [2006].

A multikollinearitas mérészamanak egy csaladjat alkotjak a tényezdvaltozok kor-
relacids matrixanak sajatértékeire €piild mutatok. A sajatértékek reciprokait hasznald
indikatorok nagy hatranya, hogy értelmezésiik szubjektiv, azaz nincs egy olyan egy-
értelmii kiiszObszam, ami mar erds multikollinearitast jelez. Tovabba ezen mutatok
értékei foleg csak a legkisebb sajatértéktol fiiggnek.

Mig a VIF; ertekenek meghatarozasa altalaban standardizalt valtozokkal tortenik,

addig a magyarazovaltozok egészére vonatkozo

gamma-mutaté® értékének kiszamitdsa a magyarazovaltozok normalt értékeivel tor-
ténik. Ha a tényezdvaltozok linearisan fiiggetlenek, akkor a mutatd értéke eggyel
egyenld. Azonban a szignifikans multikollinearitdsnak nincs egyértelmii kiiszobérté-

4 Ezt a mutatot, illetve a négyzetét a kiilonb6z6 szakirodalmak mas és mas szerz6k nevéhez kétik. Példaul
Wichern és Churchill, Casella, Belsley. A mutatd négyzete a kondicioszam, melynek értékei azt jelzik, hogy a
matrix elemeinek kicsiny (példaul tizednyi, szazadnyi) megvaltozasara hogyan valtoznak meg az inverz matrix
elemei. Ha ez a valtozas nagysagrendekkel nagyobb a matrix elemeinek kicsiny megvaltozasahoz képest, akkor
a matrix rosszul kondicionalt.

Statisztikai Szemle, 86. évfolyam 1. szédm



50 Kovécs Péter

ke, igy értelmezése nem objektiv. Egyes szerzok szerint e mutatd 30 feletti értéke je-
lez er6s multikollinearitast (Kovdacs—Petres—Toth [2004]).
Fellman L-mutatdjanak
ml—A,

L= '
,-gl A7

nulldhoz kozeli értékei jelentéktelen multikollinearitast jeleznek. Minél nagyobb a
mutat6 értéke, annal erésebb a multikollinearitas mértéke (Fellman [1981]).

Mahayan és Lawles a multikollinearitds mérésére egy ,,masik” M;-mutatot hasz-
nalt (Fellman [1981]).

m ]
M, =Y—.
| Eﬂw

Ennek a mutatonak az elénye a gamma-mutatohoz képest az, hogy az 6sszes sa-
jatértéket figyelembe veszi.

Thisted egyszerre két mutatot is javasolt. Az egyik az mci multikollinearitas-
index, a masik pedig a pmci tervezé multikollinearitas-index (Fellman [1981]).

m xz' mo .
. min . min
mci = Z_Z , pmci= Z_X .
i=l A\; i=1 i
Thisted az mci-indexet becslések, mig a pmci-indexet elérejelzések készitésekor
ajanlotta hasznalni. A két indexrdl kdnnyen igazolhatd, hogy

l<mci< pmci<m.

A két index értéke pontosan akkor egyezik meg, ha minden sajatérték megegye-
zik, azaz mindegyik értéke 1, ekkor mindkét index értéke m. Minél jobban kozelit a
nulldhoz a legkisebb sajatérték, a mutatok értékei annal jobban kozelitenek egyhez.
Thisted allitdsa szerint az indexek egyhez kozeli értékei szignifikans
multikollinearitast jeleznek. Azonban, ez az allitas cafolhato. Fellman [1981] ramu-
tatott arra, hogy ha egy olyan specialis korrelacios matrixot tekintiink, amiben a té-
nyezOvaltozok korrelacios matrixanak minden féatlon kiviili eleme o , akkor a két
indexre szigorbb also hatart adhatunk.’ Ekkor

m—1<mci < pmci .
* Ekkor a korrelcids métrix sajatértékei: A, =4, =...= Apg=l=a; &, =1+(m-1a.
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Példaul, harom magyarazovaltozé esetén mindkét index értéke ketténél nagyobb
lesz. Marpedig, példaul ha o =0,9 ; akkor az er6s multikollinearitas ellenére, a két
index értéke meg sem kozeliti az egyet. Thisted mérdszamai csak akkor adnak meg-
feleld képet a multikollinearitds mértékérdl, ha legfeljebb egy darab nullahoz kozeli
sajatérték van.

A Vinod, Wichern és Churchill altal adott ISRM- (Index of Stability of Relative
Magnitudes — Relativ terjedelem stabilitdsanak indexe) index értéke 0 és m(m - 1)
ko6zé esik (Fellman [1981]).

ISRM =3 o
=l < M)
=¥y

J

Az index kifejezhetd az eddigi mutatok segitségével is.

m 2 2 /
SRM =Y 1| =2
=1\ A M, pmci

Minél jobban tavolodik a mutatd értéke a nullatol, anndl erdsebb a
multikollinearitas mértéke. Azonban, az mci-indexnél bemutatott példaval ezt az alli-
tast is cafolhatjuk. Minél kozelebb van az a paraméter értéke egyhez, annal nagyobb

a multikollinearitds mértéke, viszont az ISRM-index értéke

-hez tart (Fellman
m—

[1981]).

Mivel fogyasztaselemzések soran a multikollinearitas szinte kivétel nélkiil mindig
jelen van, ezért példaul az 1 fore jutd évi marhahusfogyasztast (y, kg/f6), mint ered-
ményvaltozot vizsgalva 1990 és 2004 kozott a kovetkezd tényezévaltozok® fliggvé-
nyében:

x — egy fore juto realjovedelem indexe (2004=100,00%);
X, — sertéshus, comb, csont és csiilok nélkiil (Ft/kg);

x3 — marhahus, rostélyos, csontos (Ft/kg);

x4 — tojas (Ft/darab);

X5 — pasztorozott tej (Ft/liter);

8 Mivel az 4rak a kiilonboz6 években més és més arszinvonalon vannak megadva, ezért ezek sszehasonlit-
hatosaga végett, az elemzés megkezdése eldtt az adatokat deflalni kellett. Az elemzésben minden arat 2004-es
arszinvonalon adunk meg.
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x¢ — sertészsir (Ft/kg);

x7 — napraforg6-étolaj (Ft/liter);

xg — kenyér, fehér (Ft/kg);

X9 —normal kristalycukor (Ft/kg);

x10 — narancs (Ft/kg);

x11 — soOr, hazai vilagos (Ft/0,5 liter);

X1, — cigaretta, Sophianae, multifilteres, révid, 20 db (Ft/csomag);
x13 — 1 fore évi juto sertéshusfogyasztas (kg/fo).

A sajatértékekre épiild mutatok értékeit a 2. tablazat tartalmazza.

2. tablazat

A sajatértékekre épiilé mutatok értékei

Mutat6 Erték
X 47,756
L 221494,584
M, 807,419
mci 1,675
pmci 2,216
ISRM 44,628

Forras: Sajat szamitasok.

Lathato, hogy mind a y egyhez képest, mind az L, az M,, az ISRM-
mérdszamok értékei — a maguk modjan — a nullahoz képest tavolinak mondhatok, igy
ezek er6s multikollinearitast jeleznek. Azonban, az egyes mutatok értékei mas és
mas nagysagrendiiek, igy mindegyiknél mast és mast jelent a ,,tavoli” kifejezés. Eb-
bdl kifolydlag ezeknek a mutatoknak az értékei egymassal kdzvetleniil nem Osszeha-
sonlithatok. Az mci és a pmci értékei viszont nincsenek annyira kdzel az egyhez,
mint amennyire varnank. Ugyanis, az 0Osszes eddigi mérészdm nagyon erds
multikollinearitast jelzett, ekkor nyilvanvaloan azt varnank, hogy ennek a két index-
nek az értéke egyhez kozeli. Ezzel szemben, pmci = 2,216; tehat ezen indexek szerint
ugyan létezhet multikollinearitas a modellben (az értékek eltavolodtak m-t6l), de en-
nek mértéke nem itélheté meg objektiven.

Egy jogos kérdés az, hogyha ennyire szubjektiv a sajatértékek reciprokaira épiild
mutatok értelmezése, akkor miért probalkoznak sokan ilyen tipusi mutaté megada-
saval?
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Ugyanis, ha a /8/ szerint standardizalt valtozokat vizsgalunk, akkor X'X=R. A
standardizalt valtozokhoz tartozo becsiilt paraméterek variancia-kovariancia matrixa
felirhat6 az

E{(ﬁ -B)(8 —ﬁ)i =Var(B)=0’(XX)" =o’R™ =c’UA"'U'

forméban is a korrelacidos matrix spektralfelbontasa alapjan, ahol A a korrelacids
matrix sajatértékeinek diagonalis matrixa, U pedig a sajatértékekhez tartozd sajat-
vektorok matrixa. Ez utobbi, illetve a loading valtozokat tartalmazo A
fékomponenssuly-matrix tulajdonsagainak’ figyelembevételével a j-edik standardi-
zalt magyarazovaltozohoz tartozo paraméter becslésének szorasnégyzete a kovetke-
Z0.

Ebbdl a varianciak osszegére a kovetkezd dsszefiiggést® kapjuk:

iVar(ﬁj)zczﬁi. 19/

j=1 =1 7\.1

Ezek szerint a varianciak értékét, azaz a variancidknak a hibatagok szorasnégyze-
téhez viszonyitott inflalodasanak mértékét végsd soron — ceteris paribus — a sajatér-
tékek befolyasoljak: ha legalabb egy tul kozel van nullahoz, akkor nagy mértékben
novekszik a becsiilt paraméterek szorasnégyzeteinek atlaga. Az, hogy legalabb egy
A kozel esik-e nullahoz, egyértelmiien az adatallomany adatainak egyiittmozgasatol,
azaz a multikollinearitas mértékétdl fligg (Kovdcs—Petres—Toth [2004]).

A multikollinearitas egyik legjabb mérészama a Curto és Pinto altal 2007-ben
publikalt DEF- (Direct Effect Factor — Kozvetlen hatas faktor) mutatd (Curto—Pinto
[2007]).

"Az ay= u kh/ﬁ fékomponenssilyok megadjak a magyarazovaltozok és a fokomponensek kozétti linea-

ris korrelacios egyiitthatot: a, = %o = ThG - A fékomponenssulyok oszloponkénti négyzetdsszege 2, a
k&1 '

soronkénti négyzetosszege egy. Oszlopparonkénti szorzatosszegiik nulla, sorparonkénti szorzatosszegiik a meg-
feleld két magyarazovaltozo linearis korrelacios egyiitthatoja.
8 Az Gsszefiiggés egyszeriibben is megkaphaté a kovetkezé modon.

S Var(B) =3 *(XX)} =c’r(XX) ' =0’ (R™) =0 in
j=1 c =l ' =17
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Amennyiben az
Vi = Bb + B{xi,l + Blzxi,z +..+ ﬁ;nxi,m te
regresszios modellt standardizalt valtozokra irjuk fel, akkor ez az egyenlet

Y, = BlXi,l +Bin,2 +"'+BmXi,m +ﬁeEi = );z +[36Ei

alakban irhat6 fel, ahol a f%i a standardizalt regresszios egyiitthatokat’ jelenti.
Ekkor'’

Var(Y)=Var(Y +B,E) =Var(Y)+p2Var(E)+ 2r,. .

A standardizalt valtozok és a standardizalt hibatag fliggetlenségének feltételezése
mellett

Var(Y;) =Var(¥,) + B2 .
Ekkor az eredményvaltozo eggyel egyenld varianciajat két részre bonthatjuk fel:

1. a tényezOvaltozok altal egylittesen megmagyarazott Var(fi) ha-

nyad, amit a tobbszords determinacids egyiitthatoval mériink;
2. a tényezOvaltozok altal egyiittesen meg nem magyarazott ha-

nyad, ami gyakorlatilag Var(Y;) - rY% Xy XXy = 1- ryz_ Xy XXy

Mivel a standardizalt eredményvaltozo6 a standardizalt valtozok egy linearis kom-
binacioja, ezért

A

Birxiijj .

M=

Var(V) =332 +3
1 i=1

i=

~
w1

9 Ez a terminologia azért félrevezetd, mert a szakirodalom — kivétel nélkiil — nem a regresszios egyiitthatok
standardizalt voltara utal, hanem arra, hogy standardizalt valtozok szerepelnek a modellben.
" Az osszefliggés alapja az, hogy standardizalt valtozok linearis kombinaciéjanak variancija:
m m ) m m
Var(v)=Var(3 B;x,) = X B3+ 3 3 B B, -
j=1 j=1 ’

i=1 j=1
G

Statisztikai Szemle, 86. évfolyam 1. szédm



A multikollinearitds vizsgdlata linedris regressziés modellekben 55

Ezek szerint, a tényezOvaltozok 4altal egylittesen megmagyardzott Var(ﬁ.)

varianciahanyad, és igy specialisan a tobbszords determinacios egyiitthatd is két
részbdl tevédik dssze:

m s
1. a tényezdvaltozok direkt hatdsainak dsszege: Y B; ;
i=1
m m A N
2. a tényezdvaltozok egyiittes hatdsa: > > B;7B; .

i=1j=1
J#i

Ezért, a

mutato — a szerzOk szerint — megmutatja, hogy a tobbszords determinacids egyiittha-
t6 hany szazalékat teszi ki a tényezdvaltozok egylittes hatasa. A mutato egyhez koze-
li értéke erés multikollinearitast jelez.

Vizsgalataim szerint, a mutatdval kapcsolatban tobb hidnyossag is felsorolhato. A
képlet szamlaloja negativ is lehet, igy amellett, hogy szazalékban sem fejezhetd ki,
gondot jelent az értelmezése is. Ennek szemléltetésére tekintsiik a 3. tablazatban sze-
repl6 példat.

3. tablazat

Példa a DEF-mutaté biralatara

Vi Xit X
5 6 15
6 6 12
7 8 55
8 9 70
9 3 55

10 34 10

11 3 16

12 45 30

Forras: Sajat szamitasok.
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A standardizalt adatok korrelacidos matrixa a kovetkezo.

Kovécs Péter

Standardizalt (x;)

Standardizalt (x,)

Standardizalt (y)
Standardizalt (y) 1,000 0,602 -0,031
Standardizalt (x,) 0,602 1,000 —0,231
Standardizalt (x,) —0,031 —-0,231 1,000

Az illesztett modell fobb jellemz6i a kovetkezok.

Modell R R Korrigalt R* A becslés rs.tandard
hibaja
1 0,612 0,374 0,166 0,85446711

Az illesztett modell egyiitthatoi a kdvetkezok.

Nem standardizalt . Standardizalt egyiitt-
ceyiitthatok Standardizalt (x;) hatok
Standardizalt (x,) 0,628 0,332 0,628
Standardizalt (x;) 0,114 0,332 0,114

Ekkor a DEF-mutatoban szerepld felbontés a kovetkezo lesz.

SB2 =0,628% + 0,114 = 0,407 ,
i=1

> > BB, =2-0,628-(~0,231)-0,114 =-0,033,
=
gﬁ? +§§ﬁmjﬁ,~ =0,374,
. R
DEF = —0,033 -0,088.
0,374
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Tehat, a kapott eredmény egyaltalan nincs dsszhangban a szerzok allitasaval.

A redundancia egy 11, lehetséges mérészama a Petres-féle Red-mutatod (Petres—Toth
[2004]). A Red-mutaté definialasakor a tényezOvaltozok R korrelacidés matrixanak
A (j=12,..,m) sajatértékeit alkalmazzuk. A Red-mutaté a kdvetkezé gondolatme-

neten alapszik. Ha a magyarazovaltozok forrasaul szolgalo adatallomany a ﬁ becslo-

fliggvény szempontjabdl redundans, azaz nagymértékli az adatok egyiittmozgasa, ak-
kor nem mindegyik adat hordoz hasznos tartalmat. Minél kisebb a hasznos tartalmat
hordozo adatok aranya, annal nagyobb a redundancia mértéke. Minél nagyobb mérték-
ben szorodnak a sajatértékek, annal nagyobb mértékii az adatallomanyban szerepld
magyarazovaltozok egyiittmozgéasa. Két szélsdséges eset 1étezik: minden sajatérték
egyenld egymassal (azaz értékilk egy), illetve egy sajatérték kivételével mindegyik sa-
jatérték nullaval egyenld. A diszperzid mértékét szamszeriisithetjiik a sajatértékek rela-
tiv szordsaval vagy (ebben az esetben az ezzel egyenld) szordsaval.

(-7

M=

Jj=1

Oy m

V?\. = —=
7\‘ m

XA

=

m

Kiilonb6z6 adatallomanyok redundancidjanak osszevethetGsége végett a mutatot
normalni kell. Mivel a sajatértékek nemnegativak, ezért a relativ szordsra vonatkozd

0<v, <vJm—1 bsszefliggés'' miatt, a normalas Vm—1 értékével torténik.
Az igy kapott mutatét a redundancia mértékének szamszerlisitésére hasznalhat-
juk, és segitségével a Red-mutatot a kovetkezok szerint hatdrozzuk meg.

Red = —2_ . 11/
m—1

A redundancia hidnya esetén a mutatd értéke nulla, illetve nulla szazalék, mig
maximalis redundancia esetén egy, illetve szaz szazalék.

A Red-mutatdé a vizsgalt, adott méretii adatdllomany redundancidjat méri. Két
vagy tobb killonb6z6 méretii adatallomany redundanciajanak 6sszevetésekor a Red-

' A relativ szoras két széls6 korlatjara (ha x; >0) felirhatjuk a o<v<JN-1 Osszefiiggést. Az also korlat
v=0 minden esetben fennall, ha x;=x (i=1.2,...,N). A felsé korlat v=+/N-1 csak akkor all fenn, ha
x=0(i=12,..,N-1) és xy =N-X.
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mutatok alapjan csak annyi allithat6, hogy az egyes adatallomanyok mennyire re-
dundénsak, de arra vonatkozo kozvetlen kijelentés nem tehetd, hogy ezek koziil me-
lyiknek van tobb hasznosithato adata. A Red-mutatd kiszadmithatd a korrelacids mat-
rix f6atlon kiviili elemeinek négyzetes atlagaként is

/12/

s

cpey

hogy a mutato eldnye a tobbi sajatértékekre €piilé mutatdval szemben az, hogy ugy
veszi figyelembe az Osszes sajatértéket, hogy értékét minden sajatérték azonos suly-
lyal befolyasolja, tovabba figyelembe veszi a tényezdévaltozok Osszes paronkénti
egylittmozgasat is, igy a Red-mutatd mindenképpen pozitiv elmozdulést jelent a
multikollinearitas eddigi kutatasahoz képest. A mutato segitségével megkiilonboztet-
hetok az extrém multikollinearitas kiilonb6z6 esetei is, hiszen a mutatd akkor is
hasznélhatd, ha valamelyik sajatérték nulla.

4. A multikollinearitas negativ kovetkezményeinek csokkentése

Abban az esetben, ha a multikollinearitas jelenléte nem jelent problémat a vizsga-
latok szempontjabol — példaul elérejelzések esetén — akkor semmit sem kell tenniink.
Ha a multikollinearitas problémat jelent, akkor megoldas lehet néhany tényezdvdalto-
z0 elhagydsa. Mivel a valtozok elhagydsa utan a regresszios paramétereket tjra kell
becsiilni, ezért a paraméterek becsiilt értéke attdl is fiigg, hogy mely valtozot, illetve
valtozokat hagytuk el a modellbdl. A magyarazovaltozok elhagyasaval kapcsolatosan
tobb probléma fogalmazhatd meg.

1. Egyrészt, a valtozok elhagydsa mindig informacidvesztéssel jar.
Elofordulhat, hogy bizonyos valtozok elhagyasaval nagymértékii lesz
ez a veszteség.

2. Masrészt, a vizsgalat szempontjabodl relevans valtozok elhagyasa
ugyan csOkkentheti a multikollinearitds negativ kovetkezményeit, de
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specifikacios torzitds 1ép fel az alkalmazott modellben. Ekkor a regresz-
szi0s egyiitthatok becsiilt értékeinek értelmezése nem lesz valosaghi.

3. Harmadrészt, honnan tudjuk, hogy melyik magyarazdvaltozot
kell elhagyni? Ugyan bizonyos mutatok a multikollinearitast magyara-
zovaltozokhoz probaljak kotni, de ahogyan mar korabban hangsulyoz-
tam, ezért a jelenségért nem mindig egy valtozé okolhato.

Altaldban az abszolut értékben legkisebb r-értékkel rendelkezd paraméterhez tar-
tozé tényezovaltozot hagyjuk el, de 1étezik olyan eljaras is, amelyben mindig a leg-
nagyobb VIF, -értékkel rendelkezd valtozot vesszik ki a modellbél. A valtozok elha-

gyasdnak végrehajtasanal figyelni kell arra, hogy a valtozokat kizarolag egyesével
szelektaljuk. A statisztikai szoftverek tobbsége tartalmaz olyan modellépitési mod-
szereket, un. stepwise eljarasokat, amelyek a valtozok szelektalasanal figyelembe ve-
szik a t-értékeket, valamint — altalaban — a toleranciamutato valtozoénkénti értékét is
(Hunyadi—-Mundruczo—Vita [1997]).

4. tablazat
A kéndioxid koncentrdaciojanak becslése linedris regresszios modellel
Valtozok Bec;g]};;eé%ﬁ::fiés t-statisztika VIF;

Tengelymetszet 112,159 2,338 -
A népesség szama 1979-ben (ezer £6) -0,039 2,564 14,342
A legalabb 20 6t foglalkoztaté gyarak szama 0,064 4,008 14,883
Evi atlagh6mérséklet (F) -1,282 —2,032 3,783
Evi atlagos szélsebesség -3,222 -1,747 1,262
Evi atlagos csapadékmennyiség (hiivelyk) 0,497 1,340 3,465
Az es6s napok évi atlagos szama -0,048 -0,292 3,463
Porkoncentracio (ppm) 0,233 0,319 1,279
A becslés stepwise algoritmus alkalmazasaval

Tengelymetszet 26,325 6,855 -
A legalabb 20 fot foglalkoztatd gyarak szama 0,082 5,609 11,434
A népesség szama 1979-ben (ezer f6) 0,057 -3,959 11,434

Forrds: Feng-Jeng [2006].

Ezzel kapcsolatosan egy — Sokal és Rohlf éltal adott — érdekes példat szeretnék
megemliteni (Feng-Jeng [2006]). Klimatologusok a 1970-es évek végén a levegd
mindségének eldrejelzésére egy elemzés sordn 41 amerikai nagyvaros adatait vizs-
galtak. Az egyik részvizsgalat soran a kéndioxid koncentracidjat, mint eredményval-
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tozot, hét magyarazovaltozo fliggvényében elemezték. Ekkor a 4. tdblazatban szerep-
16 linedris regresszids modellt kaptak. A 4. tablazat adatai alapjan megallapithato,
hogy a népesség szamat és a gyarak szamat egyidejlileg nem célszerii a regresszios
modellben szerepeltetni, ugyanis 6thoz képest tilsdgosan nagy a VIF;-mutatok értéke
e két valtozd esetében. Ugyanakkor lathatd, hogy ennek ellenére mindkét valtozonal
a t-statisztika értéke nem kisebb a kritikus értékhez képest. Mi torténik akkor, ha a
regresszios modellt stepwise algoritmussal épitjiik fel? Ekkor a 4.tablazat masodik
felének adatait kapjuk.

Az 4. tdblazat adatai alapjan lathatd, hogy a stepwise algoritmus mind a népesség
szamat, mind a gyarak szadmat szerepelteti magyarazovaltozoként, azaz a
multikollinearitas jelensége nem sziint meg. Ebbdl kdvetkezden a stepwise algorit-
mus csak akkor tudja figyelembe venni a VIF-mutat6 értékét, ha ez valamelyik pa-
raméter szorasnégyzetének olyan magas értékét jelzi, hogy a ¢-statisztika értéke ala-
csonyabb a kritikus értéknél.

Egy ijabb megoldast jelenthet a megfigyelések szamanak, a minta elemszamadnak
novelése. Ennél a modszernél a f6 problémat az jelenti, hogy a minta elemszamanak
novelésével a valtozok kozotti korrelacid akarhogyan valtozhat, igy az is eléfordul-
hat, hogy egyaltalan nem tudjuk csokkenteni a multikollinearitas negativ kovetkez-
ményeit. [désorok vizsgalata esetén egy masik probléma is jelentkezik: nincs lehetd-
ség a megfigyelések szamanak névelésére (Maddala [2004]).

Egy hasonl¢ jellegli megoldas a kiilsé informaciok felhaszndlasa. Ez a modszer
kiilonosen fogyasztaselemzéseknél hasznalatos, ahol is egyszerre keresztmetszeti és
idésoros adatokat is felhasznalnak. Példaul, Tobin kutatasaiban a jovedelmi elasztici-
tasok becslését keresztmetszeti, mig az arrugalmassagi egylitthatokat idésoros adatok
alapjan szamitotta ki (Petres—Toth [2006]).

Habar altalaban a multikollinearitas negativ kovetkezményeit nem csokkenti, de
technikailag — féleg akkor, amikor a korrelacidos matrix invertalasa nehézségekbe iit-
kozik — megoldast jelenthet az altalanositott inverz matrix, mas néven a Moore—

Penrose inverz alkalmazasa. Az X* (m+1) matrix az X( matrix altalanositott in-

nx| m+l)xn

verze, ha teljesiilnek a kovetkezo feltételek.

XXX = X
XXX = X*
(xx+ ),X=XX+
(X+X)' =X*X .

A Moore—Penrose inverz segitségével megoldhato az /1/ egyenlet.
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Ekkor
Br=X'y=X'Xp+X'¢.

A mobdszer haszndlata egy hagyomanyos LNM-becslést jelent (Heinczinger
[1983]).

Gyakran alkalmazott eljaras a standardizalt tényezévaltozok mesterséges, ortogo-
nalis, azaz egymastdl linearisan fliggetlen valtozokba, ugynevezett f6komponensekbe
torténd transzformalasa. Ez az eljards gyakorlatilag megegyezik az altalanositott in-
verz mddszer alkalmazasaval. A fokomponensek a standardizalt tényezdvaltozok li-
nearis kombindacioi, tehat a fokomponensek Z -matrixa felirhato a Z = XU alakban,
ahol U a korrelacios matrix sajatértékeihez tartozo sajatvektorok matrixa. Mivel
U'=U', igy X=2ZU'. Ezért az /1/ egyenlet felirhaté ilyen formaban is.

y=Xp+e=ZUB+e=Zy+¢.

A Hoerl nevéhez fiiz6d6 ridge-regresszio (Hoerl et al. [1970]) gyakorlatilag egy
torzitd paraméter (k>0) alkalmazasat jelenti: az X'X matrixhoz hozzdadjuk az egy-
ségmatrix k-szorosat. Ekkor a regresszids paraméterek — a /2/ egyenlet helyett — a
kovetkez6 formaban becstilhetok.

B=(XX+k)" Xy.

A modszer legkényesebb kérdése a torzitd paraméter megvalasztasa.'> Amennyi-
ben a torzitd6 paraméter értékét minden hatdron tal noveljiik, a becsiilt paraméterek
értékei nullahoz tartanak. A regresszios paramétereknek a pozitiv torzitdé paraméter
hasznélataval kapott becslése torzitott ugyan, de bizonyithat6, hogy mindig létezik
olyan (0<i<1) érték, amelyre a becslés hatdsosabb lesz, mint a legkisebb négyzetek
moédszerén alapuld becslés. Hoerl azt javasolta, hogy & értékét oly modon valasszuk
meg, hogy az a lehetd legkisebb érték legyen Uigy, hogy az egyiitthatok becslései sta-
bilak legyenek, azaz k valtozasara a regresszids paraméterek becslései csak nagyon
kis mértékben valtozzanak meg, vagyis stagndljanak. A k-érték megvalasztdsaval az
a probléma, hogy a stabilitds fogalmat nagyon szubjektiven értelmezték. A k-
paraméter becslésére szdmos javaslat sziiletett. A 12. labjegyzetben kozolteknek
megfelelden csak két, Hoerl altal is alkalmazott technikat emlitek meg.

A becsiilt regresszios egyiitthatokat a torzité paraméter fiiggvényében abrazolva
megkapjuk a ridge-gorbér.”> A gdrbe alapjan megallapithaté k megfelel értéke. Ez

"2 Ennek a problémanak igen gazdag szakirodalma van. Ennek részletes bemutatasatol eltekintek.
13 A k torzitd paraméter értékét a hatasossagra vonatkozo allitas miatt a (0;1) tartoményon kell abrézolni.
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az eljaras bar nagyon szemléletes, nem egzakt. Hoerl javaslata szerint k£ megfeleld ér-
tékét a kovetkezo képlettel kaphatjuk meg.

Adott k-érték mellett a multikollinearitds szignifikans voltara kovetkeztethetiink
abbol, ha a torzitdé paraméter kicsiny valtozasara a becsiilt regresszids paraméterek
nagyon megvaltoznak, azaz instabil a becslés (Heinczinger [1983]).

A ridge-regresszio alkalmazasaval kapcsolatban, a stabilitds szubjektiv meghata-
rozasan kiviil, mas probléma is felmeriil.

1. Egyrészt, a modszer nem fiiggetlen a valtozok mértékegységei-
tdl, illetve a linedris transzformaciojuktol. A mérési egységekbol ado-
d6 probléma kikiiszobdlhetd ugy, hogy minden valtozot standardiza-
lunk az eljaras elott.

2. Masrészt, a torzitd paraméter alkalmazasa miatt kérdéses a reg-
resszios paraméterek helyes értelmezhetdsége.

A felmeriil6 problémak miatt Maddala [2004] nem is javasolja altalanos esetben
a multikollinearitds problémajanak megoldéasara a ridge-regressziot. Maddala [2004]
szerint olyan helyzetekben érdemes a ridge-regressziot alkalmazni, amikor a regresz-
szios egylitthatokrdl van valamilyen — példaul az eldjeleikre, Osszegiikre, négyzet-
Osszegiikre — elézetes informacionk.

Az altalanositott legkisebb négyzetek modszerére épiilé nested estimate, azaz az
egymdsba agyazott becslések eljardas soran a regresszios egyiitthatokat 1épésenként,
egyesével becsiiljik meg. Az eljaras végén adddd modellt nested regression, azaz
egymdsba dagyazott regresszios modellnek nevezziikk. Az eljaras soran el6szor kiva-
lasztjuk azokat a tényezdvaltozokat, amelyek szignifikans kapcsolatban allnak az
eredményvaltozoval. A tobbi tényezovaltozot eleve kizarjuk a modellbdl. Ezutan
csak a megmaradt tényezdvaltozokat hasznalhatjuk.

Az elso iteracid soran valasszuk ki azt a tényezdvaltozot, amelyiknek a legerd-
sebb a kapcsolata az eredményvaltozdoval, azaz azt a tényez6valtozot szerepeltetjiik,
amelyikkel az eredményvaltozo linedris korrelacids egyiitthatoja abszolut értékben a

legnagyobb. Legyen ez a valtozo x,. E két valtozo alapjan alkalmazhatjuk az
Vi =Boy +Buixis e

linedris regresszioés modellt, ahol a regresszids paraméterek masodik als6 indexe je-
1611 azt, hogy az adott paraméter hanyadik iteracios 1épésben addodik.
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A masodik iteracidoban a megmaradt tényezdvaltozok koziil valasszuk ki azt, ame-
lyik az ¢;; = y; — y; hibataggal a leger6sebben korreldl. Legyen ez a viltozo x,. Ek-

kor felirhatjuk az
€1 =Bor TBiaXis +€i,

linedris regresszios modellt. Ekkor #-probaval tesztelniink kell a kapott [31,2 regresz-
szids egylitthatot (H 0B = O) . Ha a hipotézisvizsgalat soran a nullhipotézist elfo-

gadjuk, akkor az eljaras végeredménye az els6 iteracio soran kapott regresszidés mo-
dell lesz. Ellenkezd esetben a 2. iteracidoban kapott egyenletet behelyettesitjiik az 1.
iteracid végén kapott regresszids egyenletbe:

Vi =Bos +Buixis +Bos +BraXia €0 =PBoy +Bos +B1iXi +BaXin T8

majd kovetkezik a 3. iteracio.
Altalanosan a k-adik iteracid soran az el6z6 iterdcidban megmaradt tényezovalto-
z0k koziil vélasszuk ki azt, amelyik az ¢, | =y, —J, hibataggal a legersebben

korrelal. Legyen ez a valtozo x, . Ekkor felirhatjuk az
€1 = Bos +PBriXix +Eik

linearis regresszids modellt. Ekkor #-probaval tesztelniink kell a kapott ﬁl,k regresz-
szios egyiitthatot (H 0 :Bii= O) . Ha a hipotézisvizsgalat sordn a nullhipotézist elfo-
gadjuk, akkor az eljaras végeredménye a (k—1)-edik iteracioban kapott regresszios

modell lesz. Ellenkezd esetben a k-adik iteracid soran kapott egyenletet behelyettesit-
jiik az el6z6 iteracio végén kapott regresszios egyenletbe:

majd, amennyiben maradt még tényezdévaltozo, kovetkezik a (k+1)-edik iteracio,
ellenkezd esetben az eljaras végeredménye a k-adik iteracidban kapott regresszids
modell lesz (Feng-Jeng [2006]). Lathato, hogy az eljaras lefuttatasaval parhuzamo-
san lehetdség van a modell dimenzidszadmanak csdkkentésére. Ha az eljaras soran
minden iteracios 1épésben a k-adik hibatag fiiggetlen a k-adik tényezdvaltozotol,
akkor a multikollinearitas nem jelentkezik az eljaras végén kapott regresszios mo-
dellben.
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5. A multikollinearitas vizsgalatanak altalanositasa

A multikollinearitas vizsgalatakor nem csak valtozdparok egyiittmozgasa, hanem
valtozocsoportok egylittmozgasa is problémat jelenthet, ennek azonban még nincs
részletesen kidolgozott szakirodalma. Ezek a vizsgéalatok kés6bbi kutatdsaim felada-
tai lesznek. Erre megoldast jelenthet a kanonikus korrelacidelemzés hasznélata, ahol
valamilyen korrelacios egylitthatok négyzetes atlaga szerepel az RI
redundanciaindexben is, de alkalmazasi korét és tartalmat tekintve ez teljesen mas,

mint a Red-mutato.
A redundanciaindexet a kanonikus korreldcioelemzés soran alkalmazzuk. A ka-
nonikus korrelacidelemzés a linearis korrelaciovizsgalat altalanositasanak tekintheto.

A kanonikus korrelacidelemzés soran adott az XpsXpseis X, L S Yy (g<p)
két standardizalt valtozocsoport. A feladat az, hogy mindkét valtozocsoportot helyet-
tesitsiik a valtozok kiilonbozo u,, z, (t=1,2,...,q) linearis kombinacioival ugy, hogy
az u,, z, kanonikus valtozoparos kozotti 7, korrelacios egyiitthaté maximalis le-

gyen.'* Ezeket a korrelaciokat kanonikus korrelacioknak nevezziik. A kanonikus val-
tozok kozotti korrelacios matrix szerkezete a kovetkezo.

u, u, | z z,

u, 0 0|n O O

0 - 00 ° 0

R=u |0 0 1]0 0 7
z|ln 0 0|1 0 O

0 00 0

z, |0 0 |0 0 1

'* A kanonikus korrelacidelemzés efféle megkozelitése gyakorlatilag kettés faktoranalizisnek tekinthetd,
mivel két valtozohalmaz azon faktorait keressiik, amelyek maximalisan korrelalnak egymassal. A kanonikus
korrelacidelemzés masfajta megkozelitése az, hogy valtozok egy csoportjaval probaljuk a fiiggévaltozok egy
csoportjat megmagyarazni, azonban ez nem a megfigyelt valtozokon keresztiil torténik, hanem a magyarazoval-
tozok azon linearis kombinacidja segitségével, amely maximalisan megmagyarazza a fligg6valtozokat, azok li-
nearis kombinacidjan keresztiil (Fiistds et al. [2004]).
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mértékben, mig az u, kanonikus valtozo

mértékben magyarazza (Hajdu [2003]).

Tehat, a kanonikus korrelacidelemzések soran az eredeti valtozok és az ezeket he-
lyettesité valamelyik kanonikus valtozo kozotti korrelacios egyiitthatok négyzetes at-
laganak négyzete hasznalatos. Ezzel szemben a Red-mutat6 képletében a tényezdval-
tozok kozotti korrelacios egylitthatok négyzetes atlaga szerepel. A kanonikus korre-
lacidelemzéseknél hasznalatos négyzetes atlag inkdbb a VIF; -mutatokkal hozhato
kapcsolatba.

A kanonikus korrelacidelemzés specidlis esete az, amikor az eredményvaltozok
csoportja egy valtozobol all. Ekkor az egyetlen kanonikus korreldcié nem mas, mint
a tobbszords korrelacids egylitthaté. Ekkor, a j-edik tényezdvaltozot kiilonvéve, a

. s : Ry . 2
tobbitél a kanonikus korrelacié négyzete pontosan Rt 4L lesz. Ezt

minden lehetséges kombinaciora elkészitve — felhasznalva a VIF; /7/ képletét — ki-
szamithatjuk azt, hogy az egyes tényez6valtozok varianciai atlagosan

S W e
e XXX e X 15X o ) VIF. — VIF.
! = Dl L gy
m m m VIFj
H

mértékben magyarazhatok a tobbi tényezdvaltozdval egyiittesen, ahol ITF]H a VIF-

mutatok harmonikus atlaga. A /13/ képlet négyzetgyoke megadja az egyes tényezo-
valtozoknak a tobbi tényezdvaltozo csoportjaval valo egylittmozgas atlagos mértékét,
mellyel a multikollinearitds okainak ismételten csak egy specidlis csoportja vizsgal-
hat6. A vizsgalatot a késébbiekben altalanositani kell a tényezévaltozok — minden
lehetséges modon eldallitott — két tetszéleges csoportja atlagos egylittmozgasanak
mérésére. Ennek egyik specidlis esete az egy-egy elemil csoportok vizsgalata, mely a
Red-mutatoval lehetséges, illetve a masik az egy—(m—1)elemil csoportok vizsgalata,
amely a /13/ képlettel lehetséges.

A tanulmanyban a multikollinearitas 17 mér6észama, négy nem metrikus detektalasi
moddja, tovabba negativ kdvetkezményeinek csokkentésére hasznalt 8 eljaras keriilt
bemutatasra. Osszességében megéllapithato, hogy a jelenleg hasznalt mutatok altalano-
san nem, csak bizonyos esetekben jellemzik megfeleléen a multikollinearitds mértékét.
Az ismertetett eljardsok pedig nem minden esetben csokkentik a multikollinearitas ka-
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ros kdvetkezményeinek mértékét. Pontosabban, ha csokkentik is, altaldban mas negativ
kovetkezményekkel kell szembenézniink. A multikollinearitast nem csak valtozok, ha-
nem valtozocsoportok is okozhatjdk. A véltozocsoportok hatésa vizsgalatanak egyik
specialis esete a Red-mutatd segitségével, mig egy madsik specilis esete a VIF-
mutatok harmonikus atlaganak segitségével mérheto.
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Summary

Huge database with lot of data very often means little information. In linear regression models
it is because collinearity of variables. This collinearity is in fact a kind of redundancy of database.
A lot of indicator, detection way and methods for decreasing of the deleterious effect of multicol-
linearity are known. But the means and the side effect of there are questionable. In the study near
20 indicators and 8 methods are examined.

It can be proved, that the currently used indicators of multicollinearity just in some special case
indicate well the measure of multicollinearity. The mentioned methods not always decrease the
deleterious effect of multicollinearity or conduce to other deleterious effect.

The cause of the multicollinearity could be not only a variable but group of variables. The ef-
fect of the group of variable could be examined with the Red-indicator in a special case, and in an-
other special case with the harmonic means of VIF; indicators.
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