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A parcialis korrelaciot sokan és gyakran hasznal-
jak olyan esetekben, amikor két kvantitativ valtozo
kapcsolatabdl ki akarjak sziirni egy vagy tobb kvanti-
tativ valtozo linedris hatasat. A parcialis korrelaci6 ér-
tékét szokasosan ugy értelmezik, hogy milyen lenne a
vizsgalt két valtozo kapcsolata akkor, ha a kiszirt val-
tozokat allandd szinten tartanank (feltételes korrela-
cid).

A szerzd arra hivja fel a figyelmet — elméleti meg-
fontolasok és konkrét példak segitségével — hogy ha
nem teljesiil a parcialis korrelacid linearitasra vonatko-
z6 alkalmazasi feltétele (amit a tobbdimenzids
normalitas biztosit), akkor az emlitett értelmezés nem
tekinthetd helytallonak, vagyis ilyenkor megné a téves
kovetkeztetés esélye a parcidlis korrelacios egyiittha-
toval kapcsolatban. Olyan szélsdséges eset is el6for-
dulhat, hogy a parcidlis korrelacio erds pozitiv kapcso-
latot jelez, mikdzben a feltételes korrelacid —1-hez ko-
zeli negativ érték. E probléma kezelésének egyik le-
hetséges egyszerii modja, hogy nemlinearis 6sszefiig-
gések fellépte esetén a kisziirendd valtozoé alkalmas
fliggvényét (példaul négyzetét) is kiszlirjik.

A tanulmany kitér arra a specialis esetre is, amikor

skalajanak korlatozasa mellett szamitjuk ki.

TARGYSZO:
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Empirikus adatok elemzésekor néha meglepd korrelaciokkal talalkozhatunk. Ha
kiszamitjuk a korrelaciot a budapesti taxisok napi jovedelme és a Duna napi vizallasa
kozott egy teljes év viszonylatdban, a kapott magas pozitiv érték alapjan bizonyéra
eltoprengiink azon, hogy milyen fura kapcsolat van a két valtozo kozott. Egy kis fej-
torés utan kdnnyen juthatunk arra a kdvetkeztetésre, hogy a magas korrelaci6 fellépte
bizonyos kozvetitd vagy hattérvaltozok hatasanak koszonhetd. Ilyen hattérvaltozo
lehet példaul a napi csapadékmennyiség. Az es6s napokon ugyanis egyarant megno a
Duna vizallasa és a taxi igénybevételének a valdsziniisége, ami azonban nem jelenti
azt, hogy e két tényez0 kozott barmilyen kozvetlen kapcsolat lenne.

A leirt szituaciot altalanositva kérdezhetjiik a statisztikustol: mit tegyiink, ha egy
X és egy Y valtoz6 kozotti olyan kapcsolat érdekel benniinket, ami akkor allna fenn,
ha nem hagynank, hogy egy X-szel és Y-nal egyarant korrelaldo Z valtozd kifejtse a
hatasat? Erre a kérdésre talaltak ki a statisztikaban a parcialis korrelacids egylitthatot,
melynek egyik ismert képlete a paronkénti korrelaciok segitségével irhato fel a ko-
vetkezoképpen (Pedhazur [1982] 103. old., Vincze [1968] 256-257. old.):

_ Pxyr —PxzPyz ‘ 1/

Ebben az /1/ formuldban az elméleti parcialis korrelaciot fejezziik ki a paronkénti
korrelaciok segitségével, de ugyanez az 0sszefiiggés érvényes az empirikus parcialis
korrelacid és a paronkénti korrelaciok kozott is.

A parcialis korrelacios egylitthato érvényes alkalmazasaval kapcsolatban a kdvet-
kez6 feltételeket szoktak megfogalmazni (lasd példaul Garson [2009]):

— kvantitativ (legalabb intervallumskalaja) X, Y, Z valtozok;

— csak linearis tipusu Osszefiiggések léteznek az X, Y, Z valtozok
ko6zott;

— X és Y kozott ugyanolyan jellegii és szintli kapcsolat van a Z val-
tozd teljes értéktartomanyaban.

Megjegyzendd, hogy ha a vizsgalt valtozok egyiittes eloszlasa tobbdimenzios
normalis, akkor ezek a feltételek sziikségképpen fennallnak (Tabachnik—Fidell
[2001] 72. old.).

A parcialis korrelacié alkalmazéasa rendkiviil népszerti az empirikus kutatasokban.
Példaul a Web of Sciences cikkarchivumanak keres6jében a ,,partial correlation” ki-
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fejezéshez 2010. oktdber 20-an 9589 olyan cikk kertilt listazasra, amelyek mind 2000
és 2010 kozott jelentek meg.

Aggasztonak tlinik a parcialis korrelacio ilyen széles korti haszndlata, ha figye-
lembe vessziik, hogy milyen szigortiak az érvényes alkalmazas elébbiekben megfo-
galmazott feltételei. Példaul a tarsadalomtudomanyokban a normalis eloszlas inkabb
tekintheté ritka kivételnek, mint altalanos szabalyossagnak (Micceri [1989], illetve
Vargha [2003a]) €s a valtozok kozotti gyakori nemlinearis 6sszefiiggések (példaul az
izgalmi szint és a mentalis teljesitmény, a vérnyomas és a jo kozérzet kozott stb.) is
arra figyelmeztetnek, hogy a parcialis korrelacié mérlegelés nélkiili, automatikus
hasznalata esetenként komoly bajok forrdsa Iehet.

Ezen koriilmények boncolgatasa nem tiinik mindennaposnak a tudomanyos pub-
likaciokban. Példaul a ,partial correlation interpretation” kifejezésre a Web of
Sciences archivumabdl mar csak 202 tétel jott eld, amelyek koziil csupan 3 foglalko-
zott maganak a parcidlis korrelacionak a jelentésével, értelmezésével.

Brillinger [2001] John Tukey allaspontjat kovetve hangsulyozza a keresztmetszeti
adatokbodl szamitott korrelacios és parcialis korrelacids egyiitthatok korlatait és he-
lyettiik az idésorelemzésbdl ismert koherencia, valamint parcialis koherencia muta-
tok hasznalatat javasolja. Rae és Carretta [2006] a mérési hiba hatasat tekinti at a kii-
16nb6z6 statisztikai mutatok és probak esetén. Cramer [2003] tanulmanya pedig azt
boncolgatja, hogy a parcialis korrelacios egyiitthatd eldjele és nagysaga miként fiigg
a vizsgalatba bevont X, Y, Z valtozok paronkénti k6zonséges korrelacidinak mintaza-
tatol. Cramer megemliti példaul, hogy ha a Z valtoz6 ugyanolyan iranyu, de szoro-
sabb kapcsolatban van az X, Y valtozokkal, mint emezek egymassal, akkor az r,

xy.z
parcialis korrelacios egyiitthatd mindig ellentétes eldjelti lesz, mint az eredeti —
nulladrendti — r,, korrelacios egyiitthatd, ami alapjaiban erinti az X ¢s az Y valtozo6

kozotti kapesolat értelmezését.

Kérdésfeltevésiink aktualitasat erdsiti, hogy az attekintett tanulméanyok egyike sem
foglalkozik azzal, hogy az alkalmazasi feltételek sériilése milyen hatdssal van a parcia-
lis korrelacids egyiitthatd jelentésére, értelmezésére. A jelen tanulmany célja kettds:

a) elméleti levezetésekkel kimutatni, hogy az alkalmazasi feltételek
szamottevO sériilése esetén nem érvényes a parcialis korrelacios
egylitthaté hagyomanyos értelmezése;

b) gyakorlati itmutatast adni ahhoz, hogy e feltételek sériilése ese-
tén az ismertebb statisztikai programcsomagok (példaul SPSS és
ROPstat) eszkoztara segitségével hogyan lehet a szakmai célnak meg-
felel statisztikai mutatot késziteni.

Tanulmanyunk els6 részében a parcidlis korrelacids egyiitthatd matematikai defi-

cres
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kimutatjuk, hogy ha a Z valtoz6 nemlinearis modon (példaul kvadratikusan) hat X-re
és Y-ra, akkor a parcialis korrelacié hogyan valhat téves kdvetkeztetés forrasava. Vé-
giil tanulméanyunk harmadik részében arra tesziink javaslatot, hogy az ismert korrela-
cios és regresszios technikak alkalmazasaval a gyakorlatban miként keriilhetjiik el a
téves értelmezés csapdajat.

1. A parcidlis korrelacids egyutthaté matematikai definicidja

Tegyiik fel, hogy egy X és egy Y kvantitativ valtozo kozotti linedris kapcsolat fog-
lalkoztat benniinket, melyet konkrét statisztikai elemzésekben szokasosan a Pearson-
féle r,, korrelacioval mériink (az ennek megfeleld elméleti korrelacié szokasos jele:

pyy)- Ha X és Y egyiittjarasat elemezve felmeriil, hogy egy harmadik, Z-vel jelolt

kvantitativ valtozo, mely hat X-re és Y-ra, befolyasolhatja azok r,,-nal mért korrela-

ciojat, akkor elgondolkodhatunk azon, mekkora r, -ban az a rész, amely X és ¥ koz-

vetlen, Z-t6] nem fiiggd egylittjarasanak az eredménye. Ennek a részleges, ,,parcialis”
kapcsolatnak a mérésére talaltak ki a matematikai statisztikdban a parcialis korreldci-
0s egyiitthatot a kvetkezd gondolatmenet szerint.

1. Hatarozzuk meg a Z valtoz6 X-re vonatkozo linearis regresszios
becsléseként az X valtozonak azt a részét, amely linearisan fiigg Z-t6l
(X,). Ekkor ugy vélhetjiik, hogy ha X-b8l elhagyjuk (kivonjuk) ezt a
Z-t6] fiiggd X, Osszetevot, akkor ami marad, mar nem fiigg Z-t6l, va-
gyis X, =X — X, az X valtozonak az a része, amely nem fiigg line-
arisan Z-t6l.

2. Hasonl6 logikaval hatarozzuk meg Y-ban a Z-t6l linearisan fiiggd
Y, Osszetevot, s ennek segitségével a Z-t6l linedrisan nem fiiggd
Y. =Y —Y, Osszetevot.

3. Ezen Z-t6l linearisan nem fiiggd X Y  Osszetevok kozotti

mar? mar

Pearson-féle korrelaciot nevezziik parcialis korrelacionak:
r.,.=r (X

mar >~ mar )

(Pedhazur [1982] 97—-104. old.).
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Ha ugyanezeket a 1épéseket az elméleti regresszidos modellben hajtjuk végre, ak-
kor a p,y, elméleti parcidlis korrelacios egyiitthatohoz jutunk (Vargha [2007a]

300-314. old.).
Az r,,. (pyy,) parcialis korrelacios egyiitthatot Gigy szoktak tekinteni, mint az

xXy.z
7y (pxy) korrelacionak azt a részét, amelybdl a Z valtozo linearis hatasa ki van sziir-
ve. Kiszamitasanak egyik egyszerii mddja a tanulmanyunk elején felirt /1/ formula
alkalmazasa, melyhez csupan az X, Y, Z valtozok kdzott paronként kiszamitott korre-
laciok sziikségesek.

Ezen gondolatmenet altalanositasaval természetesen tobb kvantitativ valtozé ha-
tasat is ki lehet szlirni X és Y kapcsolatabdl, de ennek technikai részleteire itt most
nem tériink ki. Ezzel kapcsolatban csak annyit jegyziink meg, hogy tobb valtozé ki-
szlirése esetén a végso parcidlis korrelaciéo nem fligg a kisziirések sorrendjétdl, tehat
példaul 7, ..., =F s =7 stb.

y.ZUv Xy.vuz Xy.zvi

A parcidlis korrelacios egyiitthatd értelmezésével kapcsolatban alapvetden fontos,
hogy ha teljesiil az X, Y, Z valtozokra a tobbdimenzids normalis eloszlas feltétele,
akkor az r,, . parcialis korrelacios egyiitthaté becslés lesz arra, hogy mekkora lenne

az elméleti korrelacido X és Y kozott, ha a Z valtozot barmely konkrét z pontban rogzi-
tenénk:

ry. *p(X,Y|Z =2).

xy.z

Alkalmazasi feltételeinek teljesiilése esetén tehat a parcialis korrelacios egyiittha-
t6 valoban azt mutatja (méri), hogy a Z valtozo fixalasakor (ezzel érjiik el azt, hogy Z
ne fejthesse ki hatasat X-re és Y-ra) mekkora lesz a korrelacio X és Y kozott. Ez utob-
bi korrelaciot feltételes korrelacionak nevezziik. Az X, Y, Z valtozok egyiittes elosz-
lasanak tobbvaltozds normalitasa azt biztositja, hogy egyrészt kozottiik csak linearis
tipusu Osszefiiggések 1éphetnek fel (emiatt a Pearson-féle 7 teljesen adekvat mérd-
szama a paronkénti kapcsolatoknak), masrészt az X és az Y kozti sszefiiggés Z bar-
mely rogzitett értéke esetén ugyanakkora lesz.

Ha viszont a normalitasi feltétel nem teljesiil, a parcialis korrelacios egyiitthatd
nem feltétleniil jelzi azt, hogy mekkora a korrelacid X és Y kozott, ha Z-t rogzitjik,
vagyis allandd szinten tartjuk. A parcialis korrelaci6 és a feltételes korrelacio tehat
nem feltétleniil fog megegyezni, ami ilyen esetben megkérddjelezi a parcialis korre-
lacié hagyomanyos értelmezésének a jogossagat. A kovetkezokben ezt fogjuk elmé-
leti levezetésekkel igazolni.
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2. A parcialis korrelacids egyutthatd értelmezésének
probléméja nemlineéris dsszefliggések felléptekor

Jelen fejezetben mesterségesen konstrualt valtozok felhasznalasaval, elméleti le-
vezetéssel mutatjuk meg, hogy ha X, Y és Z kdzott nemlinearis 6sszefliggések vannak
(ilyenkor a tobbvaltozos normalitas feltétele sziikségképpen sériil), akkor a parcialis
korrelacio és a feltételes korrelacio értéke akar oriasi mértékben is kiilonbozhet egy-
mastol.

Legyen U, V és Z normalis eloszlast, egymastol fiiggetlen valtozo! Az egyszeri-
ség kedvéért legyenek standardizalt alakban (0 atlaggal és 1 szorassal). Definialjuk
ezek segitségével elGszor az

X0=aZ+cU és Y0=aZ —cU +cV 2/

valtozot, ahol a €s c tetszéleges pozitiv szorzotényezok. X0 és YO kifejezése egy-
arant tartalmaz egy a egység stlyu pozitiv (aZ), valamint egy c stlyu, de ellentétes
elgjelit (cU, illetve —cU) kozos komponenst. Y0-t kiegésziti még egy ugyancsak ¢
sulyu fiiggetlen dsszetevé (cV) is.

Matematikailag igazolhato (a bizonyitast lasd a Fiiggelék F1. pontjaban), hogy az
a, ¢ paraméterek segitségével a kovetkezOképpen irhatd fel az X0 és Y0 kozotti
elméleti korrelacios egyiitthato:

a —c¢

\/a2 +c2\/a2 +20° '

Pxoro = /3/

X0 és YO kapcsolatanak eldjele és szorossaga a €s ¢ viszonyatdl fiigg. Ha a > ¢,
akkor az X0 és YO0 kozotti elméleti korrelacid pozitiv, ha pedig a < ¢, akkor ez a
korrelacio negativ lesz. Rogzitett a érték mellett a kapcsolat szorossaga ¢ ndvelésével
gyengébb, csokkentésével pedig erdsebb lesz. Példaul a=5 és c¢=1 érték mellett
p(X0,Y0)=0,906, a=5 és c¢=3 esetén pedig p(X0,Y0)=0,418. (Lasd az 1.
tablazatot.)

Mivel X0 és Y0 az egymastol paronként fliggetlen U, V, Z standard normalis
eloszlast valtozok linedris kombindcidja, egyiittes eloszlasuk igazolhatdan tobbdi-
menzios normalis eloszlast lesz (Rényi [1968]), ami miatt a p .y, elméleti parcia-

lis korrelacionak meg kell egyeznie a p(X ,Y |Z = z) feltételes korrelacioval barmely

z szam esetén. Ez a k6z6s p X0¥0z feltételes korrelacios érték a kovetkezoképpen ha-
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tarozhaté meg. Mivel Z rogzitése esetén az X 0-ban és Y0-ban egyarant megtalal-
haté aZ Osszetevd konstans, a korrelacié csak a maradék részek (cU és ¢V —cU)

viszonyatol fligg. Emiatt
—Cov(cU,cU) -1

“[D(cU)D(eV —cU)] 2

P xoroz =p(cU,cV —cU) /4]

ami nem fiigg a és ¢ értékétdl, és harom tizedesre kerekitve —0,707-tel egyenld.'
De mi torténik akkor, ha X0-hoz és Y0-hoz hozzdadunk egy Z-t6l nemlineari-
san fliggd dsszetevot? Példaul

X=X0+bZ* & Y=Y0+bZ> /5/

esetén X és Y kvadratikusan (parabolikusan) fiigg Z-t6l. Emiatt X, Y és Z egyiittes el-
oszlasa nem lehet normalis, tovabba az sem garantalt, hogy az X és Y kozti, Z hatasat
kiszlir6 parcialis korrelacids egyiitthatd (p Yy ) meg fog egyezni a Z rogzitése mel-

lett kiszamitott X és Y kozti feltételes korrelacioval (p Y] z) . Ennek kimutatasahoz

eldszor is meghataroztuk X és Y kozott a korrelaciot, mely a Fiiggelék F2. levezetése
alapjan a kovetkez6képpen irhato fel a, b és ¢ fliggvényében:

a*+2b* -2

a* +2b? Jrczx/aan2bz+2c2 .

16/

pXYZ\/

Ezutan a p,,, py, korrelaciokat is meghatarozva (lasd Fiiggelék Fl-et), az /1/

formulaba val6 behelyettesitéssel és egyszeri algebrai atalakitasokkal kaphatjuk meg
a pyy , parcidlis korrelacios egyiitthato képletét:

B 2b* —c?
XYZ — .
NN

p 17/

Végiil a p xviz feltételes korrelacid meghatdrozasahoz azt vegyiik figyelembe,

hogy Z rogzitése esetén X és Y kozott pontosan ugyanolyan lesz a korrelacid, mint
X0 és YO0 kozott, vagyis —0,707 (vO. /4/ és /5/).

' A /4/ formuldban Cov a kovariancia, D pedig a szoras operatorat jeldli.
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A feltételes korrelacid tehat lathatoan nem fligg a, b és ¢ értékétdl, de a parcidlis
korrelacid igen, aminek a konkrét szemléltetésére a kovetkez6 harom paraméterkom-
bindciora kiszdmitottuk p,, , értékét. (Lasd az 1. tdblazatot.)

a)a=5,c=1,b=3;
by a=5,c=2,b=2;

c)a=5,¢=3 b=1.

1. tablazat

Az X0 és az Y0, illetve az X és az Y valtozo kozotti kozonséges (pxy) és parcidlis (pxy.z) korrelaciok

X viltozé ¥ valtozé Kozonséges korrelacio Parcialis korrelacio Feltételes korrelacio
(pXY) (ny,z) Pxyz
X0(c=1) Y0(c=1) 0,906 -0,707 -0,707
X0(c=2) Y0(c=2) 0,679 -0,707 -0,707
XO(c:3) Y0(0:3) 0,418 -0,707 -0,707
X(b =3,c=1 Y(b=3,c= ) 0,944 0,872 -0,707
X(b:2, 0:2) Y(b:Z, C:2) 0,745 0,289 -0,707
X( =1,¢c=3 Y(b=1, c= 3) 0,447 —0,472 -0,707

Az 1. tablazat alapjan levonhat6 kovetkeztetések:

— X0 ¢és YO, illetve X és Y kozott a kdzonséges py, korrelacios
egyiitthatd a ¢ paraméter értékének ndvelésével csokken, ahogy ezt
mar kordbban is megallapitottuk (vo. /3/ formula), ugyanis ¢ szorzoté-
nyezéje az XO0-ban és YO0-ban, illetve X-ben és Y-ban ellentétes
egylitthatoju U Osszetevonek, valamint az YO0, illetve Y egyediségét
képviseld V 6sszetevonek (vo. /2/ egyenletek).

— Ha a Z valtoz6tol csak linearisan fiiggé X0 és Y0 valtozo korre-

crer

megegyeznek a feltételes korrelacio —0,707-es értékével. Ebben az
esetben tehat a parcialis korrelacios egyiitthatdé valoban azt mutatja,
hogy milyen a kapcsolat X0 és Y0 kozott, ha a Z valtozo értékét al-
lando szinten tartjuk.

— Ugyanez a szabalyszerliség azonban nem figyelhet6 meg abban
az esetben, amikor X-ben és Y-ban megjelenik a Z valtozd kvadratikus
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hatasa. A probléma természetesen ott a legsulyosabb, ahol a kvadrati-
kus komponens b szorzétényezdje a legnagyobb (b = 3) . Itt a parcialis

korrelacios egyiitthato értéke 0,872, ami igen erds kozvetlen pozitiv
kapcsolatot jelez X és Y kozott Z kisziirése utan, mikdzben a Z-re vo-
natkoz6 feltételes korrelacié —0,707-es értéke jol mutatja, hogy Z rog-
zitésekor X és Y erés negativ kapcsolatban van egymassal. Bar kisebb
mértékii, de még mindig erésen félrevezetd informaciot nyujt a parcia-
lis korrelacios egylitthatd b=2 érték mellett (p,, , ~ 0,3, mikdzben

Pxy|z ~0,7). A kvadratikus komponens legkisebb szorzétényezdje

b =1esetén is 0,2-nél nagyobb eltérés van a parcialis korrelacio és a
feltételes korrelacio értéke kdzott.

Mindezek az eredmények egyértelmiien bizonyitjak, hogy a parcialis korrelacios
egyiitthaté értelmezésekor minden esetben mérlegelni kell, hogy alkalmazasi fel-
tételei teljesiilnek-e, kiilonben konnyen juthatunk téves kovetkeztetésekre.

Kvantitativ valtozok korrelacios elemzései soran gyakori, hogy két valtozo (X és
Y) kapcsolatat egy harmadik (Z) valtozo értéktartomanyanak bizonyos sziikebb 6ve-
zetében vizsgaljuk. Példaul szakmailag érdekes lehet, hogy milyen kapcsolatban van
az ongyilkossagban elhunytak és a bejelentett munkanélkiiliek szama 1998 és 2002,
vagy 2002 és 2006 kozott, illetve 2006 utan. Ha az ilyen ovezetek szélességét a 0-
hoz kozelitjiikk, az X és az Y kozotti korrelacio a feltételes korrelaciot adja meg Z
adott értéke — a felsé vagy az alsd végpont rogzitése — mellett.

Az ilyen tipusu kérdések tisztazasara a feltételes korrelacio fogalmat altalanosit-
juk. Kiszdmitasahoz a feltételes varhato érték formuldit vessziik alapul (Vincze
[1968]), képletét normalis eloszlast valtozok esetén a kovetkezd formulakkal adhat-
juk meg.

A /2/ egyenletekkel megadott X0 és Y0 valtozd kozotti korrelacié a standard
normalis eloszlasu Z valtozoé tetszéleges (Z < z) alaku résztartomanya esetén:

a V,(2)— ¢

p(X0,Y0|Z<2z)= ,
\/anz (z)+c* \/anZ (z)+2c*

8/

e ey

kez6képpen hatdrozhatd meg:

VZ(Z):V[”(Z|Z<Z):IZ§'Z;[gggj . 19/
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Ebben a formulaban f(z) és F(z) a standard normalis eloszlas siirtiség-, illetve
eloszlasfiiggvényének értéke a z helyen.

Hasonloképpen az X0 és YO0 valtozé kozotti korrelacié a standard normalis el-
oszlastu Z valtozo tetszbleges (z1 < Z < z,) alakl résztartomanya esetén igy szamit-
hato ki:

2 2
a’V,(z,zy,)—c

\/anZ(zl,zz)+c2 \/aZVZ(zl,zz)+2c2

p(X0,Y0|z, <Z<z))= , /10/

ahol V,, (z,,z,) a Z valtozo varianciajat jeldli a (z, < Z <z, ) résztartomanyon, mely

a kovetkezoképpen hatarozhatd meg:

2
— z 2 )= _f(5)-z/(z) [ [(z)-f(z)
Vy(z,2)=Var(Z|zy<Z<z,)=1 F(z)-F(z) (F(Zz)—F(zl)J - /11

Megjegyezziik, hogy z = —o, illetve z =00 esetén a zf (z) szorzat 0-val egyenlo.

Az Osszefiiggések részletes levezetését nem ismertetjiik, de a bizonyitasok logi-
kajat és egyes lépéseket szemléltetésképpen a Fiiggelék F3-ban bemutatjuk. Ezen
formuldk segitségével egyszerlien kiszamithatok a feltételes korrelaciok az X0 és
Y0 valtozok tetszoéleges linearis €s egyszeriibb nemlinearis (vo. /5/) transzformalt-
jaira is.

3. Hogyan kerulhetjuk el a téves kdvetkeztetések csapdajat?

A parcialis korrelacios egylitthato értelmezése akkor valik problematikussa, ha ér-
téke nem egyezik meg a feltételes korrelacioéval. Ez utdbbi pedig akkor kdvetkezhet
be legnagyobb eséllyel, ha a Z valtozd6 nemlinearis Osszefiiggésben van X-szel
és/vagy Y-nal. Hogy lehet a nemlinearis Osszefliggéseket felderiteni? Nyilvan nincs
értelme mindig, minden esetben nemlinedris kapcsolatok utan kutatni, kiilondsen sok
valtozo vizsgalata esetén, mert az nagyon bonyolitand a statisztikai adatfeldolgozast.
Ugyanakkor a viszonylag kevés valtozoval operald vizsgélatokban vagy olyan ese-
tekben, amikor szakmai érvek szolnak a nemlinearis kapcsolatok lehetdsége mellett,
a nemlinearis Osszefiiggések felderitése alapvetden fontos feladat. A tovabbiakban
bemutatunk néhany elemzési modszert, amellyel ezt megtehetjiik.
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Két valtozo Osszefliggésének milyenségérol sok esetben jo képet nyujt azok egy-
szerll pontdiagramja. Példaul az X valtoz6 Z-t6l valdé nemlineéris fiiggése, b=3 és
c =1 értéke mellett (1000 véletlen megfigyelés alapjan) az 1. dbra pontdiagramjan
szépen kirajzolodik.

1. dbra. A Z és az X valtozo kétvaltozos pontdiagramja b = 3 és ¢ = 1 esetén

ray
JU

40 -

X valtozo

T Z valtozb

e
[s=)

2. abra. Az X valtozo simitott nemlinedris regresszios becslése

és az egy tizedesre kerekitett Z valtozo (Z1) kétvaltozos pontdiagramja b = 3 és ¢ = 1 esetén

43
40 - .
35 - .

30 -

Ne
J &

20 Q)
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o

- 10 -

. 5 o

*
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0..
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U 3 2
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Ha a valtozok kozott a kapcsolat nem olyan erds, mint az 1. abran lathato esetben,
a diagram pontjai annyira szérodhatnak, hogy nehézkes az 0sszefliggés kiolvasasa az
abrarol. Ilyen esetben hasznos lehet a két valtozé kozott egy simitott nemlinedris reg-
resszios elemzést végezni (mozgod atlagos modszerrel), mely képes a véletlen inga-
dozasok jelentOs részének kisziirésére és a kapcsolat f6 tendenciainak a kidomborita-
sara. Ilyen elemzésre képes példaul a ROPstat ,,Korrelacid, egyszerli regresszid” mo-
dulja, ha itt a ,Lokalis korrelacid, nemlinearis regresszid” opciora klikkeliink
(www.ropstat.com).

Példaul az X valtozo (b=3 és ¢ =1) Z-t8] val6 nemlinearis fliggésének felderité-
sére elOszor egyszerisitettilk a Z valtozot értékeinek egytizedesre vald kerekitésével
(Z1), majd elvégeztiik a simitott nemlinedris regresszios elemzést a ROPstatban. A
kapott regresszids becslés fiiggését a Z1 valtozotdl az Excelben elkészitett pontdiag-
ram jol szemlélteti. (Lasd a 2. abrat.) Az 1. és a 2. abra 6sszehasonlitdsa mutatja,
hogy a véletlen ingadozasok kisziirése milyen jol kiemeli a valddi dsszefliggést a két
valtozo6 kozott.

A simitott nemlinedris regresszié a mozgo atlag modszerével ugy sziiri ki a vélet-
len ingadozasok jelentds részét, hogy a fiiggetlen valtoz6 (itt Z1) minden z értéke
esetén a z-hez tartozo regresszios becslést a z koriili szomszéd értékekhez tartozo
fliggd valtoz6 (jelen esetben X) értékeinek atlagaként hatarozza meg. A programban
beallithato, hogy a z koriili ,,szomszédsagi dvezet” mennyire legyen szilk, illetve tag.
A program kiszamitja a simitott nemlinedris regresszi6 altal magyarazott
varianciahanyadot (nemlineéris determindcios egyiitthatdt) is, mely a 2. dbrdn bemu-
tatott esetben 0,966, vagyis kozel 100 szdzalékos lett.

Ha van konkrét elképzelésiink a valtozok nemlinearis fiiggésének a tipusardl, al-
kalmazhatjuk az SPSS nemlinearis regresszios moduljat (Analysis/Regression/Non-
linear), konkrét elképzelés hijan pedig a program gorbeillesztd moduljat
(Analysis/Regression/Curve Estimation). Ez utdbbiban egyidejiileg tobb lehetséges
fliggési tipus (linearis, kvadratikus, harmadfoku, logaritmikus, exponencialis stb.) is
megvizsgalhatd ¢és dsszevetheté egymassal.

Amennyiben sikeriilt meghatdrozni a nemlineéris fiiggés jellegét, akkor nincs mas
dolgunk, minthogy a parcialis korreldcié szamitisa sordn a szlirendd valtozé adott
fliggvényét is kisziirjiikk. A 2. abran bemutatott esetben a fliggés egyértelmiien para-
bolikus jellegli, ami jelzi szamunkra, hogy ha X és Y kapcsolatabol Z hatasat teljesen
ki akarjuk sziirni, akkor Z mellett a Z> véltozot is ki kell sziirniink. Elvégezve ezt az
elemzést a ROPstatban, a b és ¢ paraméterértékek mindharom kombinécidja esetén
—0,713-at kaptunk, ami csak igen kis mértékben kiilonbozik az elméleti feltételes
korrelacio —0,707-es értékétol.
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4. Ertékelés

A fliggd valtoz6 (valtozok) eloszlasanak normalitdsa szamos statisztikai eljaras
alkalmazasanak feltétele. A teljesség igénye nélkiil idetartozik az egy- és a kétmintas
t-proba, az egy- és a tobbszempontos varianciaanalizis, a Pearson-féle korrelaciéval
végzett korrelacios €s regresszios elemzések, a faktoranalizis stb. A normalitds sérii-
lése nem vezet mindig sulyos kovetkezményekhez (Vargha [2001], [2003b]), de a
tarsadalomtudomanyok kutatoinak jo tudniuk, hogy mikor kell komolyan venniiik ezt
az alkalmazasi feltételt. Példaul az egymintas #-probanal, ha a mintanagysag nem ha-
ladja meg a 10-et, er6sen nem normalis eloszlasu valtozok esetén jelentdsen sériil a
proba érvényessége (Vargha [2003b]).

Jelen tanulmany a parcialis korrelacids egylitthaté esetében veszi gorcso ala a
normalitasi feltétel sériilésének a hatasat. Mesterségesen szerkesztett valtozok segit-
ségével meggy6zden kimutattuk, hogy ha az X és az Y valtozo kapcsolatabdl kiszii-
rendd Z valtoz6 nemlinedris dsszefliggésben van X-szel és Y-nal (ilyenkor X, Y és Z
egylittes eloszlasa bizonyosan nem lehet normalis), akkor a parcialis korrelacios
egylitthato esetenként teljesen mast mér, mint amit varunk téle, illetve ahogy értel-
mezni szoktak az értékét, ami erdsen megnoveli az adatokbodl levont téves kovetkez-
tetések esclyét. Példaul cikkiink egyik valtozoparja eseteben az r,,, parcialis korre-

lacios egyiitthatd értéke 0,875 volt, mikdzben a Z valtozé barmely rogzitett értéke
mellett —0,7 koriili erés negativ kapcsolatban volt egymassal X és Y.

Ilyen anomalia fellépéséhez nem kellett valami kiilondsen kacifantos példat
konstrualni. Minddssze annyit tettiink, hogy X-be és Y-ba beépitettiink egy sima
kvadratikus Z hatast, valamint egy olyan linearis 0sszetevot, mely X-re és Y-ra ellen-
tétes hatast fejt ki (vo. /2/ egyenletek). Tekintve, hogy a tarsadalomtudomanyok ku-
tatasainak valtozoi kozott a kvadratikus jellegii (U vagy forditott U alaku) kapcsola-
tok nem tekinthet6k fehér hollonak, a kutatoknak adatfeldolgozasaik soran ezzel a
lehetoséggel is szamolniuk kell.

Z markans kvadratikus hatdsa X-re és/vagy Y-ra (lasd példaul a 2. 4brat) azért ka-
varja meg annyira a dolgokat, mert ilyen esetben X és Z, illetve Y és Z kozott a Z val-
tozd értéktartomanyanak kiilonbozé részeiben ellentétes (hol pozitiv, hol negativ)
kapcsolat van, ami atoroklédik X és Y kapcsolatara is.

Tanulmanyunkban tobb olyan modszert is megemlitettiink, amelyekkel a nemli-
nearis Osszefiiggések felderithetok. Az egyik ilyen modszer a simitott nemlinearis
regresszio volt, mely egyszertien futtathaté a MiniStat programcsomag Windows val-
tozataban, a ROPstatban. A ROPstat (1asd Vargha [2007a], illetve www.ropstat.com)
nehézség nélkiil be tud olvasni az SPSS-bdl *.por formatumban, vagy az Excelbdl
szOvegfajl formaban elmentett (tabuldtorral formattalt) adatfajlokat.
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Egyszerli modszert javasoltunk nemlineéris kapcsolatok esetén a parcidlis korre-
lacios egyiitthatd korrekcidjara. Ez a korrekcio minddssze abbol all, hogy ha feltéte-
lezhetd a kvadratikus jellegli hatés fellépte, akkor Z mellett parcialjuk ki (szlrjiik ki)
a Z? valtozot is X és Y kapcsolatabol. Ez végrehajthato barmely statisztikai prog-
ramcsomagban (SPSS, ROPstat, Statistica stb.), csak el6tte egy egyszerii transzfor-
macioval létre kell hozni Z2-et Z segitségével.

Végiil szeretnénk felhivni a figyelmet arra, hogy a parciélis korrelacios egyiittha-
tok logikailag nagyon hasonlitanak a tobbszoros linearis regresszié standardizalt reg-
resszids egyiitthatdira. Ez utobbiakat egyesek eleve ugy értelmezik, mint parcialis
korrelacios egyiitthatokat az egyes fiiggetlen valtozok és a fiiggd valtozd kozott, ha
kiszlirjiik a tobbi fliggetlen valtozo hatasat (lasd példaul Bryman—Cramer [2008)]).
Ennek az értelmezésnek a hibas voltardl barki meggy6z6dhet, ha kiszamitja az emli-
tett parcidlis korrelaciokat valamilyen korrelacios rutinban, s dsszeveti azokat a tobb-
szOr0s linearis regresszi6 eredménylistdjan megjelend standardizalt regresszids
egylitthatokkal. A standardizalt regresszids egyiitthatok mindossze azt jelzik, hogy a
fliggd valtozo varhatdéan mekkorat valtozik szorasléptékben, ha az egyes fliggd val-
tozok értékét 1 szorasnyival megndveljiik, mikozben a tobbi fliggd valtozot allando
szinten tartjuk (Pedhazur [1982] 247. old.).

Flggelék

F1. A pyoyo korrelacids és a pyyo, parcialis korrelacios egyiitthatd meghatarozasa a cikk

/2/ egyenleteinek kikotése mellett tetsz6leges pozitiv a, b, ¢ paraméterekre a kovetkezo.
A korrelacios egyiitthatd definicidja szerint (lasd példaul Vincze [1968]):

Cov(X0,Y0)

D(X0)D(Y0) [El

Pxoro =

A /2/ egyenletek és a korrelacio linearis operacio volta miatt

Cov(XO,YO) = Cov(aZ +cU,aZ —cU + CV) = a2C0v(Z,Z) - acCov(Z,U) + acCov(Z,V) +
+caCov(U,Z)fczCov(U,U)+02Cov(U,V).

Tekintve, hogy U, V, Z egymastol fliggetlenek,
Cov(Z,U) = Cov(Z,V) = Cov(U,Z) = Cov(U,V) =0,

tovabba U, V, Z standard volta miatt
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Cov(Z,Z) = Cov(U,U) =1.
Kovetkezésképpen

Cov(XO,YO) =a®-c%

Most ratériink D(X0) és D(Y0) meghatarozasara. A /2/ formula és a variancia tulajdonsagai
miatt — Z és U fiiggetlenségét is figyelembe véve — kapjuk, hogy:

Var(XO) = Var(aZ + cU) = anar(Z) + czVar(U) =a*+c2
Hasonl6 levezetéssel kapjuk, hogy
Var(YO) = Var(aZ —cU+ cV) = Var(aZ) + Var(—cU) + Var(cV) =a®+2c%

Mindezek alapjan p(X 0,Y O) fenti /F1/ képletébe helyettesitve kapjuk az igazolni kivant /3/

formulat.
A pyoyo parcidlis korrelacids egyiitthato meghatarozasahoz az /1/ képletet hasznaljuk, s eh-

hez sziikségiink van p(XO, YO) mellett még a p(XO,Z), p(YO,Z) korrelacidkra is. Az el6bbi-

ekkel analdég gondolatmenetet kovetve

_ Cov(X0,7) _ a
DXO)D(Z) @+

és

p(X0,2)

_ Cow¥0,2) _ a
DYOD(Z) a2 +2c

p(Y0,2)

A p(XO, YO), p(XO,Z), p(YO,Z) korrelaciok igy kapott kifejezéseit behelyettesitve az /1/
formuléba kapjuk, hogy

2
< o707, Fy

Pxoro.z =F \/5
c

ami egyben a feltételes korrelacios egyiitthatd értéke is X0 és YO kozott a Z valtozo rogzitése mel-
lett.

F2. A tovabbiakban a pyy korrelacios és a pyy parcialis korrelacios egyiitthatd hatarozzuk meg
a cikk /2/ és /5/ egyenleteinek kikotése mellett tetszéleges pozitiv a, b, ¢ paraméterekre.
Az F1. pontban alkalmazott utat kovetve p, =p(X,Y)-hoz a Cov(X,Y), D(X) és D(Y)

OsszetevOket hatarozzuk meg el6szor. A /2/, /5/ egyenletek és a kovariancia tulajdonsagai alapjan,
felhasznalva azt is, hogy U, V, Z egymastdl fliggetlenek:
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Cov(X,Y) :Cov(aZ+bZ2 +cU,aZ +bZ? ch+cV) =
=aZCOV(Z,Z)+b2C0v(ZZ,ZZ)+abCov(Z,Zz)+ba(Zz,Z)—02C0v(U,U)=
=a* +2b? +2abC0v(Z,Zz)fc2.

Itt felhasznaltuk, hogy Cov(Z 27 2) = Var(Z 2) =2, mivel Z* 1 szabadsagfoka khi-négyzet-
eloszlast kovet (Vincze [1968]). De

Cov(Z,Zz) = E(z3) - E(Z)E(Zz) =0,
mert a normalis eloszlast valtozok paratlan fokszami momentumai 0-k (Rényi [1968]), ami miatt
Cov(X,Y)=a"+2b" -’
Ugyanakkor
Var(X)=Var(aZ)+Var(bZ )|+ Var(cU) = a® + bVar(2* )+ =a® +2b7 + .
Hasonloképpen

Var(Y) = Var(aZ)+ Var(b22)+ Var(cU)+ Var(cV) =a?+20* +r+ct =at + 207 + 265

Mindezek alapjan mar egyszerii behelyettesitéssel adodik a p,, korrelacios egyiitthatora vo-
natkoz6 /6/ formula.
A p,y, parcialis korrelacios egyiitthato meghatarozasahoz az /1/ képletet hasznaljuk, s ehhez

sziikségiink van p,, mellett méga p,,, py, paronkénti korrelaciokra is. Az F1. pontban leirtak-

kal analog gondolatmenetet kdvetve:
Cov(X,Z) = Cov(XO+bZz,Z) = Cov(XO,Z)+bC0v(ZZ,Z) = Cov(XO,Z) =a,

mivel Z* és Z korrellatlan egymassal (lasd kordbban). Hasonloképpen kapjuk, hogy
Cov(Y,Z) = Cov(YO,Z) =a,
igy

a a a a
= = és pYZ = = .
DX) g 120* 4+ ¢ DY) & +2* +26

Pxz

Mindezek alapjan egyszerti behelyettesitéssel adodik a p,, , parcialis korrelacios egyiitthatora

vonatkoz6 /7/ formula igazsaga.
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F3. A kovetkez6kben a /8/—/11/ 6sszefliggések bizonyitasat foglaljuk dssze vazlatosan.
A /8/ és a /10/ formula feltételes korrelacios egylitthatdjat egyarant egy

Cov(X0,Y0| feltétel)
D(XO0| feltétel)D(YO | feltétel)

p(X0,Y0)| feltétel) =

formaju képlet segitségével hatarozzuk meg. Mivel a kovariancia linearis operator, az X0-t és az
Y0-t definial6 /2/ egyenletek az F1. pontban ismertetett médon felbonthatok elemi komponenseik-
re. Ebbol adodik /8/ és /10/ jobb oldalanak szamlaloja, azt is felhasznalva, hogy U, V, Z egymastol
fliggetlen és standard

Cov(U,U‘feltétel) = Cov(U,U) = Var(U) =1 és

Cov(U, V| feltétel) = Cov(U,V) = 0.
Emiatt /8/ és /10/ levezetéséhez alapvetden Var(Z \feltétel ) alaku variancidk meghatarozasara

van sziikség. Példaul V,(z) esetén ehhez a kovetkezé utat kovethetjiik.

A variancia definicidja miatt

V,(2)=Var(z|Z <z)=E(2|Z <z)- E*(2|Z <z). /F3/
Itt a jobb oldalon
E(7|z<z)= P(Z< =3 j S©ds=F @[ fO)], = J[; EZ; F4/

ahol f(z) és F(z) a standard normalis eloszlas siirliség-, illetve eloszlasfiiggvényének értéke a z
helyen. /F4/ levezetésénél felhasznaltuk, hogy derivaltja:

1'(s)==sf(s) /F5/

barmely s helyen.
Az E (Z 2 ‘Z < z) komponensre parcialis integralassal az alabbi 6sszefliggést kapjuk:

(zz|z< z)= Pz )jsf(s)ds

A jobb oldali integralt e(z)-vel jelolve kapjuk:
2)= [ f&)ds+ [ f1(s)ds = F) +[f ()], = F(2)+ f(2) = F(2) = 7 ()

/F5/ miatt és mert konnyen belathatéan f '(—oo) =0. Mindebbdl mar egyszertien adddik a /9/ 6sz-
szefiiggés. A /11/ formula hasonl6 gondolatmenettel vezetheto le.
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Summary

The partial correlation is a frequently used coefficient for assessing the bivariate correlation of
two quantitative variables by eliminating the influence of one or more other variables. It is gener-
ally interpreted as the correlation under the condition that the variables to be eliminated are fixed
(not allowed to vary and influence the dependent variables), which is called in the statistical litera-
ture as conditional correlation.

The present paper convincingly shows, by means of theoretical derivations and practical exam-
ples, that under the violation of the assumption of multivariate normality (frequently due to nonlin-
ear relationships among the variables investigated) the usual interpretation of the partial correlation

Statisztikai Szemle, 89. évfolyam 3. szém



A parcidlis korrelaciés eqyitthaté értelmezési problémai 293

coefficient can be basically incorrect. There may be an extreme case where the value of the partial
correlation coefficient is highly positive, close to 1, whereas the conditional correlation is a large
negative value. To heal this problem the paper suggests partialling out certain function (in the sim-
plest case the square) of the variables whose effects are to be eliminated if nonlinear relationships
are likely to occur.

The paper discusses also the special case where the correlation of two variables is computed by
a restriction of the range of a third variable.
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