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Rappai Gabor, Az interpolacios modszerek specidlis osztalyarol, a
spline-interpolaciordl kapunk attekintést a tanulmany
segitségével. Amennyiben a nemekvidisztans iddsort
kiegészitjiik (atlaggal, esetleg az el6z6 értékkel feltolt-
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telen empirikus iddsoron demonstralja a bemutatott
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Az idésorelemzés szakirodalma tulnyomé tobbségben olyan jelenségekkel fog-
lalkozik, amelyekben a megfigyelések idopontjai egymastdl azonos tavolsagra van-
nak, vagyis két megfigyelt idépont kdzott egyenld hosszisagu id6 telik el. Az ilyen
idésorokat tartalmazé adatallomanyok esetében tulajdonképpen nincs sziikség a meg-
figyelés datumanak (id6pontjanak) feljegyzésére, teljes korli informdciot kapunk
akkor is, ha csak a kezdd, illetve végsé idopontot, valamint a megfigyelések gyakori-
sagat (az id6ésor frekvenciajat) tiintetjiik fel.

Ezeket az idésorokat ekvidisztansnak' nevezziik, és modellezésiik soran gyakran
¢éliink (belathatéan informacidvesztés nélkiil) azzal az egyszerlsitéssel, hogy a tény-
leges datum helyett az id6pontokat fiktiv, szamtani sorozatot alkot6 egész szamokkal
jeloljik. (A leggyakrabban alkalmazott idémegjelolés a szokéasos t=1,2,...,T .) Az
idésor-elemzési technikak ugyanakkor nem sziikithet6k le az egyenletes (rendszeres)
idésorok modellezésére, ugyanis szamos olyan esettel talaljuk szembe magunkat,
amikor a megfigyelések nem egyenld idokozonként kdvetik egymast.

A gazdasadgtudomanyok teriiletén szemléletes példa a pénziigyi piacokon mért ar-
folyam-iddsorok esete, ahol — elsésorban a hétvégi, ritkabban az linnep- vagy t6zsde-
sziinnapok kdvetkeztében — az iddsorokban ,,lyukak” vannak, ezaltal még az amugy
egymastol rendszeresen 24 oOra tavolsagra levd zard arfolyamadatok sem ismétlédnek
szabalyosan. Az egy napnal nagyobb gyakorisdgu pénziigyi iddsorok esetén pedig a
rendszertelenség tekinthetd altalanosnak, hiszen a valamennyi tizletkotést tartalmazo
arfolyamidGsoroknal az azonos tavolsag kritériuma ugysem teljesiil, hiszen semmi
sem garantalja, hogy a brokerek 10 vagy 20 masodpercenként ktnek iizletet. Szintén
gyakran talalkozunk rendszertelen idésorokkal a kereslet mikroszintii modellezésé-
ben, amikor az egyébként nem megfigyelhetd keresletet a fogyasztassal (azaz a rend-
szertelen 1d6kozokben megvalosulo vasarlasokkal) helyettesitjiik.

A nem egyenletes id6kozokben keletkezd megfigyelések modellezésének széles
tarhazat hasznaljak a tengerbiologidban, az asztrofizikaban, a meteorologiaban. On-
magaban megérne egy hosszabb fejtegetést, hogy mi okbol keletkeznek ilyen rend-
szerteleniil megfigyelt idésorok, mennyiben lenne javithatd a helyzet a mérési mod-
szer tokéletesitésével, am ezzel itt nem foglalkozunk.”> A rendszertelenséget (idébeli

! Az ekvidisztans helyett az angol nyelvii szakirodalom gyakran hasznalja az evenly-spaced vagy equally-
spaced, a német nyelvii az regelméBige kifejezést is. Ezek a megjelolések viszonylag ritkan keriilnek eld,
ugyanis ,,hirértéke” az egyenletesség nem teljesiilésének van.

2 Erdemes belegondolni, hogy a rendszertelen id8soroknak tulajdonképpen harom altipusa kiilénboztethetd
meg: a rendszeres, de nem mindig azonos id6kozonként keletkez; a rendszeres, de idénként kimarado; illetve a
teljesen rendszerteleniil keletkez6 idésor. Ezek kozott a dolgozatban nem tesziink kiilonbséget.
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egyenetlenséget) adottsagként fogjuk fel, ugyanakkor kijelenthetd, hogy a modelle-
zést nehezité anomalia, kellemetlen tulajdonsag.

Az id6ék soran kiillonb6zé megoldasok fejlodtek ki a valtozo iddintervallumokat
tartalmazo idésorok modellezésére:

1. Els6sorban pénziigyi iddsorok esetén (de a csapadék modellezésé-
ben is) hasznalatos, hogy a meglevd lyukakat 0-kal (bizonyos esetekben
az utolsé megfigyelt tényleges értékkel®) toltjiik fel, és az igy kiegészi-
tett idosorokon végezziik el a modellezést. Intuitiv modon is kdnnyen
belathato, hogy ez a megoldas nagy mennyiségii kiegészités alkalmaza-
sakor teljesen tévitra vihet, ezért 6vatosan kezelendo.

2. Nyilvanvalobb megoldéasnak tlinik, hogy keressiink az id6sornak
egy olyan frekvenciat, amelyre minden megfigyelés railleszthetd, majd
interpolaljunk a hianyz6 iddpillanatokhoz kvazi megfigyeléseket. Li-
nearis interpolacié esetén a megoldas mindenképpen gyors és kényel-
mes, ugyanakkor a nemlinearitasra vonatkozo tesztek ilyenkor kevéssé
lesznek hatasosak, meglepden gyakran el6fordul, hogy olyankor is
nemlinearitast mutatnak, amikor az eredeti adatok kozott ez nem volt
tapasztalhato (Schmitz [2000]).

3. Lényegesen komplexebb (a dolgozatban nem targyalt megoldas),
ha az id6sor kovariancia-struktirajabol (autokovariancia-fliggvényé-
bdl) kiindulva képziink becsléfliggvényt, amivel a hidnyzo6 helyeket ki
tudjuk egésziteni. Amennyiben az adathidnyos szakaszt olyan valoszi-
nliségi valtozok jellemzik, amelyek valdsziniiség-eloszlasa megegye-
zik az ismert adatok eloszlasaval, akkor alkalmazhaté a Lomb-—
Scargle-algoritmus (eredeti leirasat lasd Lomb [1976], jo attekintést ad
rola Schmitz [2000]), amely a rendszertelen adatokra szolgaltat
periodogramot, €s amelynek fontos jellemzdje, hogy nem sziikséges
feltételezésekkel €lni az adathidnyos szakaszra vonatkozoan.

4. Amennyiben az adatsorunk ténylegesen rendszerteleniil keletke-
zik, vagyis az ekvidisztans idOsorbdl hidnyzik egy-egy megfigyelés,
célszerii lehet bevezetni a folytonos id6t feltételezd modelleket
(continuous-time model). A probléma mar viszonylag koran megjelent
a modellezési szakirodalomban, érdemben Jones [1985], Bergstrom
[1985] és Hansen—Sargent [1991] foglalkozott a kérdéssel. A dolgo-
zatnak nem célja a folytonos iddt feltételezd modellekre vonatkozo
eredmények bemutatasa, az érdeklddéknek ajanljuk Brockwell [2001]

3 Az arfolyam-modellezésben a leggyakoribb feladat a hozam elérejelzése, ebben az esetben a hidnyzé ho-
zamadatok 0-val torténd feltoltése ekvivalens a hianyzé arfolyamadat legutolso tényleges adattal valo helyette-
sitésével (forward-flat interpolation).
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vagy Cochrane [2012] kitiind 0sszefoglaldjat. Az ilyen modellek pa-
raméterbecslésének altalanosan hasznalt, allapottér modellen alapulo
megoldasat kimeritéen targyalja Wang [2013]. Ez a modellosztaly leg-
inkabb eldrejelzési célra hasznalatos, ugyanakkor gyenge pontja, hogy
az eldrejelzés megint csak ekvidisztans id6sort feltételezve késziil.

Ebben a tanulmanyban az interpolacios médszerekrdl, pontosabban egy specialis
osztalyukrol a  spline-interpolaciérol*  kapunk  Aattekintést. Amennyiben a
nemekvidisztans iddsort kiegészitjiik (atlaggal, esetleg az el6z6 értékkel feltdltjiik,
vagy interpolacioval potoljuk), és az igy keletkez6 ekvidisztans idésort modellezziik,
gyakran meglehetdsen fals eredményre jutunk, ugyanis nem ritka, hogy a kiegészitett
idésor mas tulajdonsagokkal rendelkezik, mint az eredetit generald folyamat. Célunk
annak bemutatdsa, hogy a rendszertelen iddsorok kiegészitése annak ellenére sem
torténhet mechanikusan, hogy a statisztikai-dkonometriai programcsomagok a lehe-
toséget ,.talcan kinaljak”.

A tovabbiakban el6szor attekintetjiik a gyakrabban alkalmazott interpolacios
technikakat, viszonylag részletesen targyalva a spline-interpolacié alapvet6 tulajdon-
sdgait, illetve sajatossagait. Ezt kovetden szimulalt (fiktiv) idédsorokon mutatjuk meg,
hogy milyen torzuldsokat eredményezhet az adatgeneralo-folyamat(ok) felismerése
soran, ha a rendszertelen idésorokat el6bb feltoltjiik, majd a kiegészitett idésor(ok)ra
végezziik el a szokasos teszteket. A tanulmany végén néhany rendszertelen empiri-
kus iddsoron demonstraljuk a bemutatott eljarasokat, legvégiil néhany altalanos
konkluziét fogalmazunk meg.

1. A probléma kezelése hianyzo adatok feltételezésével

A rendszertelen idésorok kezelésének megszokott itja, ha azzal a feltételezéssel
¢éliink, hogy létezik egy ,,eredeti” id6sor, ami tulajdonképpen ekvidisztans, csak nem
ismeriink beldle néhany megfigyelt értéket. Ilyenkor a hidnyzo adatok kezelésének
leggyakrabban alkalmazott mddszere az idésori interpolécio.

Az interpolacié altalanosabban hasznalatos eljaras, vagyis nem csak akkor alkal-
mazhato, ha hidnyz6 vagy vélt hianyzo6 adatot akarunk potolni. Minden olyan becs-
1ést igy neveziink, amelyben az idésor ,,kdzepén” (értsd nem a megfigyelési idésza-

4 A spline kifejezésnek mindeddig nem honosodott meg magyar megfeleldje. A szo6 eredetileg a hajogyar-
tasbol szarmazik, a hosszu, rugalmasan hajlithatd, a hajotest formajat jol kovetd 1écekre (dongakra) hasznalatos.
A spline-okra vonatkozd elsé matematikai hivatkozas Schoenberg [1946] cikkében olvashato.
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kon tul!) talalhaté idéponthoz rendeliink hozza egy ex post becslést. Jelen dolgozat-
ban az interpolacio két tipusat mutatjuk be:

— a linearis (illetve az ezzel gondolatvilagaban azonos log-linearis) és
—aspline

kozelitést. Mindkét eljaras ugyanazzal a Iépéssel indul: meg kell hatdroznunk az
id6ésorra jellemzé gyakorisagot, vagyis azt a frekvenciat, aminek alkalmazasaval
kijeloljiikk a hianyzé (interpolalandd) adatok helyét. Bizonyos esetekben a kérdés
trivialis, hiszen adott egy ,,természetes” gyakorisag, csak valamely okbo6l nem kelet-
kezik minden elvart idOpillanatban adat. (Gondoljunk a mar emlitett napi zardarfo-
lyam-idsorban szombatonként és vasarnaponként keletkezd lyukakra. Ekkor a ter-
mészetes megfigyelési gyakorisag a naponkénti, ugyanakkor minden 6. és 7. érték
hianyzik.) Mas esetekben nincs ilyen kézenfekvd megoldas, hiszen példaul a vilag-
csucsok egy sportagban vagy a kormanykoalicié erejét mutatd mandatumarany val-
tozasa elméletileg sem ugyanolyan idokozonként kovetkezik be. A mar tobbszor
emlitett tézsdei példaban hasonlé problémak keletkeznek akkor, amikor a kiillonb6z6
tokepiacokon (t6zsdéken) a nemzeti sajatossagok kovetkeztében eltérd idédpontokban
megjelend linnepnapok okoznak rendszertelenséget.

Altalanosan javasolt eljaras, hogy a feltételezett gyakorisag legyen a tényleges
megfigyelések kozott eloforduld legkisebb tavolsag. Errdl ugyanakkor kdnnyen be-
lathat6, hogy nem feltétleniil eredményez olyan frekvenciat, amelyre valamennyi
tényleges érték illeszkedik. Két megjegyzést fiiznénk a feltételezett iddsori frekven-
cia megallapitasahoz:

— egyrészrdl kivanatos, hogy minél tobb (lehetdleg az 0sszes) ere-
deti megfigyelés megfeleltethetd legyen a feltételezett idGsor egy
konkrét pontjaval, ami — konnyen atlathatéan — a minél siiriibb megfi-
gyelési gyakorisag melletti érv;

—masrészrol el kell(ene) keriilni, hogy az interpolalt értékek szama
meghaladja (egyes érvelések szerint megkozelitse) a tényleges (valds)
adatok szamat, mindez a t0l str(i feltételezett megfigyelési gyakorisag
ellen szo6l.>

A feltételezett gyakorisag bevezetésével mar egyenletessé tett, am hianyzo adato-
kat tartalmazo6 iddsor felirasat kovetden az interpolacié azt jelenti, hogy meg kell
becsiilniink a folyamat lefutdsat minden ismert két empirikus érték kozott.

5 A szakirodalom az elmult mintegy két évtizedben sokat foglalkozott azzal a problémdval, hogy az extrém
nagy strliségli iddsorok (ultra-high frequency data) modellezése esetén az emlitett kritériumok nehezen teljesit-
hetok. Az ilyen, tipikusan tdzsdei iizletkotéseket tartalmazé idosorok modellezési lehetdségeinek kitling 6ssze-
foglalasa olvashatd Engle [1996] munkaanyagéaban.
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Az interpolacié eredményeként keletkezd kiegészitett idésorral kapcsolatban két
kovetelményt tamaszthatunk:

— ahol ilyen létezik, ott a megfigyelt idOsori értékeket adja vissza,
— legyen viszonylag sima, azaz diszpreferalja a toréseket.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket! Legyen a megfigyelt (empirikus) idésorunk
ytl’ytz ,-.-,ytk,...,ytT’

ahol t, —¢# nem feltétleniil egyezik meg ¢, —¢, tavolsaggal. Legyen 4 az a legna-
gyobb tavolsag, amelyre igaz, hogy valamennyi ¢, —f,_, megegyezik A-val vagy

annak egész szamu tobbszorosével.b
Ekkor képezhetd a kdvetkezd hidnyos iddsor:

yzl’yt1+A’ytl+2A""Jyt1+j><A""’ytT ’

ahol y, ., eredetileg nem megfigyelt, vagyis interpolacioval eldallitand6 adat ak-

kor, ha #, + j x 4 nem esik egybe egyetlen eredeti ¢, -val sem.

Az interpolaci6 soran a feladatunk tehat az, hogy valamilyen eljarassal becsiiljiik
azokat az értékeket, melyek olyan idépontokhoz tartoznak, amelybdl eredetileg nem
szarmazik empirikus adatunk. Trividlis, am a korabban felallitott kritériumrendszer-
nek nem teljesen megfeleld eljaras a linearis interpolacié. Ekkor ha

ytk*l = yt1+(j—1)><A < yt1+j><A < ytk = yt1+(j+1)><A 0
ahol y, ., eredetileg hianyzik, ugyanakkor két ,,szomszédja” ismert, akkor az in-
terpolacidval potolt érték

A Yo = V0 Yo =V
Yovjd =V t————— =V, T .
! e - 2

Az utobbi feliras alapjan konnyen belathatd, hogy amennyiben a két empirikus
érték kozott egynél tobb hianyzd adat talalhato, akkor az interpolacié a nevezd érte-
lemszerti médositasaval egyszeriien elvégezhetd. Altalanossagban a linedris interpo-
lacio felirhato formulaja:

~LIN
y :(1—/1))/%l +/ly,k, /1/
% Ez gyakran, de nem feltétleniil, megegyezik a két tényleges megfigyelés kozotti minimalis tivolsaggal.
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ahol y, az utolsé nem hianyz6 adat, y, a kovetkez$ nem hianyzo adat és A
lg-1 Ik

crer

(Lathat6, hogy amennyiben egy érték hidnyzik, akkor felezni kell az ismert kiilonb-
séget; ha kettd hidnyz6 adat van, akkor harmadolni és igy tovabb.)

Konnyen 4tlathato, hogy az igy képzett egyszerii linedris interpolacié meglehetd-
sen ,,toredezett” folyamatot szolgaltat, az eljarassal keletkez6 becsiilt fiiggvény me-
redeksége gyakran és ugrasszeriien valtakozik. Ennek a toredezettségnek a tompita-
sara szoktak alkalmazni a log-linearis interpolaciot, ahol a becsiilt érték a

~LOGLIN 1-A)iny, . +Alny,
y G. — e( ) th—1 7 2/

képlettel keletkezik.

Mikdzben a logaritmalas varianciastabilizalo jellegénél fogva az eljaras némikép-
pen simabb megoldast szolgaltat, ujabb problémaként meriil fel az esetleges negativ
értékek kezelésének nehézsége, igy — noha kiszdmitdsa meglehetésen egyszeri — a
bemutatott linedris, illetve log-lineéris interpolacid inkabb csak durva tajékozodasra
hasznélatos.’

A sima fliggvények megtalalasara fejlesztették ki az un. spline-interpolaciot. Az
eljaras eredeti definicidja szerint szakaszonként adjuk meg az S (t) interpolalo fiigg-

vényt, ugy, hogy az kielégitsen bizonyos specialis feltételeket. Amennyiben — mint
eddig is — a megfigyelések helyét ¢ <t, <...<t; pontok jelolik, és a megfigyelt
értekekrdl feltételezziik, hogy ezek az id6 fliggvényében alakulnak, vagyis
V=1 (tk) , akkor olyan S (t) fliggvényt keresiink, amely teljesiti a kovetkezo

feltételeket:®

S(t)=5, (1) teln.t], /F1/
S(t)=vy, s /F2/
Sy (4e0) =5, (ta) - /F3/

E feltételek tulajdonképpen a kovetkezdket jelentik: az interpolécié szakaszokbol
all, és akar minden szakaszra kiilonboz6é fliggvényt definidlhatunk; az interpolalod

" Az eljardsok értelemszertien tovébbfejleszthetSk: amennyiben nem csak a hidnyz6 adatot kdzvetleniil
megel6z0, illetve kovetd ismert értéket hasznaljuk fel, akkor az interpolacio simasaga javithato (ilyen példaul
az EViews programban hasznalatos cardinal spline modszer).

8 Ezeket a feltételeket F1, F2 stb. szdmozéssal jeldljiik.
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fliggvény a tényleges megfigyeléseket képes reprodukdlni; valamint az interpolacio
eredményképpen kapott gérbe folytonos (hiszen a kozbiilsé megfigyelések két sza-
kaszhoz is tartoznak, de ott /F3/ értelmében mindkét szakasz egyenld értékkel bir).
Az elébbi harom feltétel a spline-interpolacié altalanos definicioja.

Annak fliggvényében, hogy milyen tipusa S (t) fliggvényeket hasznalunk, mas-
mas spline-eljarasokrol beszélhetiink.” A leggyakoribb megoldas, hogy S (t) fligg-
vényeket a polinomok koziil valasztjuk, mégpedig igy, hogy magasabb fokszamu
polinomok esetében a kozbiilsé pontokban csatlakozé szakaszoknal a derivaltak
(meredekség) egyez6ségét is megkoveteljiik. Altalanossagban egy spline p-ed fok
és m-ed rend, ha szakaszonként legfeljebb p-ed foku polinomokbdl all, és a kdzbiil-
s6 pontokban a talalkozé szakaszok derivéltjai m-ed rendig megegyeznek.!°

A tovabbiakban két — a gyakorlatban viszonylag elterjedt — spline-interpolaciot
mutatunk be:

— inkabb csak didaktikai okbol a linearis spline-t és a
— harmadfoku, masodrendii spline-t.

A linearis spline bemutatasa soran elséként fokuszaljunk minddssze egy szakasz-
ra: legyen a vizsgalt intervallum [tk_l,tk ] , melynek — feltevésiink szerint — két vég-

pontjan ismert érték helyezkedik el, igy ha meg tudjuk hatarozni a két empirikus

érték kozott lefuto, interpolalt gorbét (a sztochasztikus folyamat alakulasat), akkor a

szakaszon talalhat6 hianyzd adatokat csak le kell olvasnunk errdl a fliggvényr6l.
Definici6 szerint a spline-ra igaz, hogy

ka—l (tk—l) =0,  + ﬁzk_l a1 =Yy, »

Stk—l (tk ) =0t ﬁtk—l he= Yy

Ebbdl a kétismeretlenes, kétegyenletes rendszerbdl az ismeretlen paraméterek
(octkf1 , ,b’tk*l ) rendre meghatarozhatok, vagyis a spline felirhato.!!

% Noha az éltalanos definici6 megengedi, hogy akar minden szakaszon mas-mds fiiggvénytipust hasznal-
junk, altalaban azonos fliggvényosztalybdl szarmaztatjuk az interpolald fiiggvényeket.

10 Nyilvanvaléan erés megszoritast jelent az a feltételezés, miszerint egy folyamat adott intervallumon foly-
tonosan differencialhato fuggvény szerint fut le. (Gondoljunk példaul az arfolyam-modellezésben Kkitiintetett
szerepet jatszo Brown-mozgasra, ahol a differencialhatosag sehol sem teljesiil!) Ezért itt is sziikséges hangsu-
lyozni, hogy az interpolacios technikdk nem ,,csodaszerek”, hanem koriiltekintden és ovatosan alkalmazando
,.Ssebtapaszok”.

"' Az egyenletrendszer megoldhatésiga szemmel lathatd, hiszen az egyiitthatomatrix determindnsara
t, —t,_, >0 definicioszeriien teljesiil.
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A megoldas egyébirant azonos a mar bemutatott linearis kozelitéssel, vagyis:

Yo =Yy 1(

S () =y, =y, + t—tiy) te[tint]. /3/

L

A felirasbol jol lathatd, hogy a spline paraméterei minden [tk_l,tk] intervallum-
ban valtoznak, illetve valtozhatnak.

A gyakorlatban — mivel ésszer(i szamolasigénnyel megfelel6 rugalmassagot biz-
tosit — altalaban harmadfokd, masodrendi spline-interpolaciot!? alkalmazunk. Har-
madfoku spline esetén a korabban targyalt /F1/~/F3/ feltételek tjabb harommal'?
egésziilnek ki:

S (%)=5; () /F4/
S () =S5 (1) /BS/
S"(5)=0  S"(t;)=0, /F6/

Az interpolacidhoz sziikséges gorbék meghatirozasa soran tehat keressiik a

SY()=8, , (h1)=2,, =

5 3 14/
=a, B, (t—t,)+ Vs (1—t,) + d, (t—t,) te[tt]

kifejezéshez tartozé paramétereket. Beldthatd, hogy Osszesen 4(T —1) darab isme-
retlen paraméterhez a /F2/-/F6/ feltételek pontosan ugyanennyi egyenletet hataroz-
nak meg, igy a feladat megoldhato.'

Az elébbiekben bemutatott, altalanosan definidlt harmadfokt, masodrendii spline-
interpolacié helyett gyakran alkalmazzak az un. Catmull-Rom-spline-okat (elsé le-
irasat lasd Catmull-Rom [1974], a tovabbiakban CRS). Az eljaras akkor alkalmazha-
to, ha feltételezhetjiik, hogy a rendszertelen idésor tulajdonképpen nem mas, mint
egy ekvidisztans iddsor, melybdl hidnyoznak megfigyelések.

12 Amikor a harmadfokt, méasodrendii spline-interpolaciérél esik szo, altalaban egyszertien harmadfokt
spline-rol (cubic spline) besz¢liink.

13 A feliras az (in. természetes spline-ra vonatkozik, elvben nem kizart, hogy a masodik derivalt a kezd®, il-
letve a végsé megfigyelésnél nem 0.

14 A bizonyitast lasd Mészdrosné [2011]. Az ismeretlenek és feltételek szamanak megegyezése természete-
sen csak sziikséges, 4m nem elégséges feltétele az egyenletrendszer egyértelmii megoldhatosaganak. A megol-
das egzisztenciaja és unicitdsa megkivanja az egyiitthatomatrix nem szingularis voltat is.
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Vezessiik be a
Vig+jxa =V
jelolést, igy az id6sor elsd, biztosan megfigyelt értéke y,, a masodik értéke y,, és

igy tovabb. Az eljaras lényege, hogy feltessziik, minden (megfigyelt, vagy éppen
hianyzd) pont egy harmadfoku polinomon fekszik, melynek az adott helyen nemcsak

......

y(t) =0+ oyt + a2t2 + a3t3

Nézziik az elso két pont esetén mindez mit jelent:

o =y(0),
o =y'(0),
ay =3[y (1)-»(0)]-2y(0)- (1),
ay = 2[y(0)—y(1)]+y'(0)+y’(l).

Mindezt visszahelyettesitve az eredeti polinomba, €s elvégezve a sziikséges egy-
szerusitéseket kapjuk a kovetkez6 harmadfoka polinomot:

y(t)=(1—3t2 +2z3)y(0)+(3t2 —2t3)y(1)+(t—2t2 +t3)y'(0)+(—t2 +t3)y'(l). /5/

Az /5/ egyenlet megoldasa sordn a nehézséget az okozza, hogy a kiilonb6zd meg-
figyelt értékeknél nehezen adhatdé meg az illesztett (illesztendd) gorbe derivaltja
(meredeksége).
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A CRS-eljaras soran feltessziik, hogy az eldbbi derivaltak a megfigyelt értékekbdl
egyszerien meghatarozhatok. Keressiik a spline-t az [ iy +1} szakaszon! Legye-

nek a keresett meredekségek a kdvetkezok:

v Vil TV
y(]): j+12 j-1
Yiv2 =V,

y'(j+1)=

fgy a korabban bemutatott harmadfoku polinom felirhatd matrix alakban a kovet-
kezbéképpen:

_ v -
1 0 0 O Yin
0 0 1 0
=1t & ¢ Virt Vi1 |,
»(1) [ ]—3 I R | A—
2 2 0 T yn-y,
L 2 J
Mindez minimalisan atalakitva:
1 0 0 0 1 0 0fY
0 0 1 0 0 1 0|y
y(t):[l t t3] . . T,
=3 3 =2 ~ljj-3 0 5 0}y,
1 1
2 2 1 1j[0 —F oo 4y
majd a két bels6 matrixot 0sszeszorozva
0 2 0 0}V
-1 0 1 0] Y
yCRS(t)zl[l t 1 t3] b /6/
2 2 -5 4 -1y,
-1 3 -3 1 Yiea

Az eldbbi egyenlette]l meghatarozott, viszonylag konnyen szadmszeriisitheté gorbe
reprezentdlja az idésor alakuldsat két kijeldlt pont kézott. (Minden kiilondsebb ma-
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gyarazat nélkiil lathatd, hogy az interpolacidval keletkezett gorbék minden szakaszon
valtozhatnak.)

Tekintsiik a kovetkez6 rendkiviil egyszerii példat! A magyar real GDP negyed-
éves valtozasat jellemz6 volumenindexek 1996 és 2013 kozott az 1. abran lathato
moédon alakultak:

1. abra. A magyar GDP alakulasa 1996 és 2013 kozott
(negyedéves volumenindex)

Szazalék
103
102 X
X
KX X
101 \‘VX‘XX x  xX X uMK/KY HK X X
KRN X xR K % X X X
X xK X X
XX X % XKy x X
100 X KK
X X %K
X
99 X X <
X
98
X
97
X
O >~ 0 & © —= o o T v VW > U A O — a4 o
D DS oo 9o 9O 9O 9 o 9 © = = = = 4
N & &N SN S DSOS S oS S © oS oS ©S o o o o o
e R B B S RS SR o 'S B oC SR oS B S B o IR S N oN BN S Y S R S R Y|

Forras: KSH (http://www .ksh.hu/docs/hun/xstadat/xstadat_evkozi/e qpt001b.html).

A pontdiagramon, miutan minden negyedévhez egy értéket rendeltiink (vagyis
Osszességében 72 elemi idésorunk van), viszonylag nehezen kovethetdk a tendenci-
ak, ezért is hasznalunk id6sorok esetén altalaban — némiképp félrevezeté moédon —
vonaldiagramot.'> Amennyiben a negyedéves tényadatokat Osszekotjiik, tulajdon-
képpen — ki nem mondva — értékeket interpolalunk az empirikus értékek kozé. A
korabban elmondottaknak megfeleléen tobbféle modon is elvégezhetjiik az interpo-
laciot, a 2. abran linearis és Catmull-Rom-spline-nal végzett interpolacio segitségé-
vel becsiilt havi bontast fiktiv idésorok lathatok.'® Annak érdekében, hogy az 4bran
jobban elkiiloniiljenek a tényadatok (GDPVOL), és a linedris, illetve CRS interpola-
cioval nyert értékek (GDPVOL_LIN, GDPVOL_CRS), ezért csak az utols6 négy év
adatait szerepeltettiik.

15 A grafikus abrézoléasra vonatkozo szabalyok, elvek tekintetében lasd példaul Hunyadi [2002].

16 A Kdzponti Statisztikai Hivatal is elvégzi a negyedéves GDP-adatok havi bontasra stiritését (igaz nem a
volumenindexek, hanem az értékadatok tekintetében), de az egy teljesen mas gondolatmeneten alapulo, ezért
értelemszertien teljesen eltéré eredményre vezetd eljaras.
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2. dbra. A magyar GDP alakulasa 2010 és 2013 kozott
(negyedéves volumenindex interpolalasaval nyert havi adatok)

Szazalék
101,2 -
[
2 //\\ ﬁ
100,4 = 2

100,0 __ \

L m mLoIv. L I mL Iv. L IL 0L Iv. L IL IL IV.
2010 2011 2012 2013
év, negyedév
—e— GDPVOL GDPVOL _CRS ——GDPVOL_LIN

A 2. abrarol leolvashaté a kétféle interpolacié eredményeképpen keletkezo, egy-
mastol esetenként jelentdsen eltéré becsiilt iddsor. Erdemes felfigyelni arra, hogy
olykor a polinomialis spline segitségével becsiilt értékek ,tulfutnak™ a linearis inter-
polécio altal sugallt folyamatokon (tipikusan igy van ez trendfordulok kdrnyezeté-
ben, példaul 2011 vagy 2012 kozepén!). Pontosan az ilyen, a nehezen megmagyaraz-
hat¢ tulfutasok miatt meriil fel a gondolat, hogy az interpolécios eljarasokat 6vatosan
kell kezelni.

2. Az eredeti adatgeneralo folyamat torzulasa
interpolacioval kiegészitett idésorok esetén

Ebben a fejezetben, az adatgenerald folyamat (data generating process — DGP)
torzulasanak szemléltetése érdekében szimulaciot alkalmaztunk.!” Torekedtiink arra,
hogy az alkalmazott modellek 6sszehasonlithatok legyenek, ennek érdekében a szi-
muléci6 soran felhasznalt konstansok (paraméterek) a kiilonb6z6 jellegli folyama-
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toknal azonosak, ahol ez nem lehetséges, hasonlok legyenek. Az elemzés logikdja
mindvégig ugyanaz, tehat

1. alkalmasan valasztott modellel 1 000 elemii idésorokat genera-
lunk;

2. a keletkezett fiktiv (szimulalt) iddsorokbdl véletlenszeriien kiha-
gyunk ,,megfigyeléseket” (az elemzés soran elobb az eredeti idésor 10,
20, és igy tovabb, végiil 90 szazalékat hagytuk el);

3. az igy létrejott rendszertelen idésorokban a hidnyz6 értékeket

— elészor az adott folyamat varhato értékével feltoltjiik,
— masodszor kdbos spline-interpolacioval kiegészitjiik;

4. végezetiil (1 000 fiiggetlen kisérlet alapjan) megvizsgaljuk, hogy
a feltoltott, illetve kiegészitett idosor legfontosabb tulajdonsagai meny-
nyiben térnek el az eredetileg generalt iddsor alapvetd jellemz6itol.

Harom, az empirikus id6sorok esetén nagy gyakorisaggal eléforduld adatgeneralod
folyamatot elemeztiink, melyek

— elsérendii vektor-autoregressziv, azaz VAR(1) modellel meghata-
rozott;

— sztochasztikus trendet tartalmazé (véletlen bolyongast kovetod);

— elsd rendben integralt, egymassal tokéletes kointegracids kapcso-
latban allé

idésorokat eredményeztek. Valamennyi szimulalt idésorra érvényes, hogy az els6
»~megfigyelést” megel6z6 elem ( y, ) értéke 0, a felhasznalt véletlen valtozok norma-

lis eloszlasu, 0 varhato értékil, 1 szorasu fehérzaj-folyamatok (ezek jelolése egy fo-
lyamat esetén ¢, , két folyamat esetén ¢,,¢,, ).

Els6ként, annak érdekében, hogy az idsorok koézott kimutathatd ok-okozati 6sz-
szefliggések torzulasat elemezni tudjuk, az altaldnosan hasznalt Granger-préoba logi-
kajan alapulé vektor-autoregressziv modellb6l szarmazoé idésorokat generaltunk, a
kovetkezd modell szerint:

i =09y, +0,4y,,, +é,
Y2 =095, = 0.4y, +éy

Mindez matrix alakban igy irhato fel:
|:ylti| |: | ’ :||:yl,t li| |:glt:|
J’2; 0’ } 0,9 yz,t 1 th
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Kozismert, hogy a VAR-modellel felirhato folyamatok akkor stacionariusak, ha
az egylitthatomatrixdnak valamennyi sajatértéke az egységkoron beliil van, valamint
a paramétermatrixban a féatlon kiviili elemek kiilonboznek 0-t6l, mivel esetiinkben
mindkét feltétel teljesiil, igy a modellben szereplé valtozok Granger-oksagban van-
nak egymassal. A szimulacidval azt vizsgaljuk, hogy eléfordulhat-e, hogy a rend-
szertelen idGsorok feltoltését vagy kiegészitését kovetden az oksag ,.elveszik”.

A VAR-modellekre vonatkozd szimulacios eredmények érzékeltetéséhez tekint-
siik a 3. a) és 3. b) abrakat.

3. dbra. VAR adatgeneralo folyamatbol szarmazo valtozok kozotti Granger-oksag tesztjeinek p-értékei

a) A hidnyzo értékek a varhato értékkel feltoltve*

300+ ’

— Atlag: 0,223647

2504 Median: 0,118050

Maximum: 0,990200

2007 Minimum: 2,00e-11

Standard hiba:  0,253292

150+ Ferdeség: 1,205539

1004 Kurtozis: 3,484475

Jarque—Bera: 252,0005

504 Valésziniiség: 0,000000
Megfigyelések szama: 1 000

0 T T T T T T t f ; }

b) A rendszertelen idésor potlasa spline-interpolacioval*

1 000

[ Atlag: 0,009941
800+ Mediéan: 1,00e-10
Maximum: 0,738500

6001 Minimum: 3,0e-202
Standard hiba: 0,064929

4004 Ferdeség: 8,518263
Kurtdzis: 80,81886

2004 Jarque—Bera: 2644174
Valosziniiség: 0,000000

Megfigyelések szama: 1 000

0 = T e e

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7

Megjegyzés. Amennyiben az eredeti megfigyelések 90 szdzaléka hianyzik.

Az abrakbdl leolvashato, hogy amikor a hianyzo adatokat a varhaté értékkel po-
toltuk, a Granger-oksagot tesztel6 Wald-proba'® 5 szézalékos szinten minddssze 355

18 A sztochasztikus folyamatok tulajdonségainak vizsgalata sordn 4ltalanosan hasznalt probak leirdsa meg-
talalhato példaul Hunyadi [1994] cikkében, illetve Rappai [2013] konyvében.
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esetben veti el a nullhipotézist (vagyis talal ok-okozati 6sszefliggést), és az eredeti
adatgenerald  folyamatokhoz illeszkedd dontések szama 10 szazalékos
szignifikanciaszinten is csak 472. Ugyanakkor a spline-interpolacioval kiegészitett
idésoroknal a helyes dontések szama 1 000 esetbdl — 5, illetve 10 szazalékos szinten
— rendre 970, illetve 979. Mindebbdl arra kovetkeztethetiink, hogy a masodrendii,
harmadfoku spline-interpolacié alkalmazasakor kisebb annak a veszélye, hogy vi-
szonylag sok hidnyz6 adat esetén is helytelentil ismerjiik fel az adatgenerdlo folya-
matot, azaz a valtozok kozotti ok-okozati 6sszefliggést.

Az iddsoros alapvetésekben mindig kiemelt figyelmet forditunk a véletlen bo-
lyongas folyamatra, melynek jelentdségét két dologgal is magyarazhatjuk: egyrészt a
random walk az egységgyok-tesztekben a nullhipotézis alatti modellspecifikaciot
jelenti, masrészt az eltolasos véletlen bolyongas a sztochasztikus trend alapesete.
Ennek megfelelden két random walk folyamatot szimulaltunk:

— véletlen bolyongas eltolas nélkiil
Ye=Via TE,
— véletlen bolyongas eltolassal
¥, =0,0l+y,, +eg.

Megvizsgaltuk, hogy az értékek elhagyasat, majd kiegészitését kdvetden elkép-
zelhetd-e, hogy az egységgyokat tartalmazo folyamat stacionariusnak tiinik, az egy-
séggyok létezésének tesztelésére kiterjesztett Dickey—Fuller-probat alkalmaztunk.
Ezutan kozos trendet tartalmazo idésorokat szimulaltunk. Végtelenségig leegyszerii-
sitett modelliinkben a Granger altal javasolt specifikaciot kovettiik (Granger [1988]).

A két egylittmozg6 folyamat:

Yie =X T &

Vo =2X,+ &y,
ahol
X, =x,_ +¢.

A kointegraltsag tesztjére az Engle—Granger kétlépcsos tesztet (EG-teszt) hasz-
naltuk, és azt vizsgaltuk, hogy az elméletben egyiittmozgd (kozos trendet tartalmazo)
id6ésorok esetében hanyszor fordul eld, hogy a teszt a kointegracié hianyat mutatja.
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A korédbbiakban bemutatott szimulacidk legfontosabb eredményeit az 1. tablazat-

ban foglaljuk Ossze.
1. tablazat
A hibasan felismert adatgeneralo folyamatok szama 1 000 szimulalt iddsor esetén,
5 szazalékos szignifikanciaszint mellett
Kihz}gyo ﬁt megfi- - ) Folyamat(ok)
gyelések aranya elt6ltés modja

(szézalék) VAR ( #R;VO ) ( 5‘&’01 ) ECM
feltolt 0 232 249 0
10 kiegészit 0 57 52 0
2 feltolt 0 441 416 1
kiegészit 0 47 48 0
feltolt 0 591 567 8
30 kiegészit 0 52 56 0
40 feltolt 0 713 723 33
kiegészit 0 36 60 0
feltolt 0 823 815 38
20 kiegészit 0 65 57 0
feltolt 0 906 893 34
60 kiegészit 0 67 70 0
20 feltolt 9 960 955 44
kiegészit 0 79 43 0
%0 feltolt 151 979 980 20
kiegészit 1 73 67 0
% feltolt 645 998 999 9
kiegészit 30 123 105 1

Megjegyzés. A tablazatban ,,feltolt” jelli, ha a hianyzo adatokat a varhato értékkel potoltuk, illetve ,kiegé-
szit” jeloli, ha a hianyz6é adatokat masodrenddi, harmadfoku spline-interpolacioval helyettesitjiik. A fejlécben a
VAR a vektor-autoregressziv modellt, az RW a véletlen bolyongast, az ECM pedig a kointegralt rendszer

(mivel ez hibakorrekcidés mechanizmussal is felirhat6) jeldli.

Az 1. tablazat adatai jol mutatjak, hogy

— ok-okozati kapcsolat feltételezése esetén, amennyiben a rendszer-
telen id6sorok viszonylag nagy aranyban tartalmaznak adathianyt, egy-
re gyakrabban keriilhetlink abba a szituacioba, hogy az adatgeneralo-
folyamatok szintjén meglevd Granger-oksagot a hianyzo6 adatok kiegé-
szitésével elfedjik, a szimulacid azt tdmasztja ald, hogy a spline-
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interpoléci6 jobb tulajdonsagokkal bir, mint a varhat6 értékkel torténd
potlas;

—véletlen bolyongasbdl szarmazd, hidnyzé adatokat tartalmazo
idésoroknal a varhato értékkel torténd feltdltés egyértelmiien hibas
megoldas, ugyanakkor a spline-interpolacio alkalmazasa csak jelent6s
aranyban hianyzé érték mellett okozhatja az eredeti adatgenerald fo-
lyamat félrespecifikalasat (ne feledjiik, hogy a kiterjesztett Dickey—
Fuller-préba 5 szédzalékos szinten, 1 000 eredeti ekvidisztans iddsor
esetén Oonmagaban is mintegy 50 esetben hibas dontést sugall!);

—kozos trendet tartalmazé idésoroknal szintén azt tapasztaltuk,
hogy a spline-interpolacioval torténd adatkiegészités kevesebb (szimu-
lacionkban szinte semmilyen) félrespecifikalast eredményez, ezért
egyértelmiien ajanlhato.

Szimulacids eredményeink alapjan batran kijelenthetjiik, hogy amennyiben az
idésor nemekvidisztans, akkor a spline-interpolacioval operald adatkiegészités keve-
sebb veszéllyel jar, mint a hagyomanyos modszerek.

3. Két illusztrativ példa az interpolacioval
keletkezo érdekes eredményre

Ebben a fejezetben az eldzékben bemutatott spline-interpolaciot illusztraljuk két
empirikus adatallomanyon.'” A futtatdsok eredménye hangsulyozottan illusztracio,
igy a becslési eredményeket nem kivanjuk sport-, illetve pénziigy-szakmai jdonsa-
gok megalapozasara felhasznalni.

Els6 példankban két ismert Gsz0, az olimpiai és vilagbajnok Gyurta Daniel, illet-
ve nagy ellenfele Michael Jamieson (Nagy-Britannia) altal az elmult évek vilagver-
senyein 200 méteres melliszasban, 50 méteres medencében elért eredményeit vizs-
géljuk. Az dsszehasonlitand6 eredmények az 2. tdblazatban olvashatok:*°

Lathatjuk, hogy mindkét versenyzé eredményei rendszerteleniil keletkeznek (ter-
mészetesen mas lenne a helyzet, ha valamennyi versenyiik, illetve edzésiik eredmé-
nyét feljegyeznénk, de ezzel itt nem foglalkozunk), rdadasul a nem egyenletes id6ko-

19 Tovéabbi érdekes példa olvashaté a hozamgorbe spline alapti becslésére Kopdnyi [2010] disszertacioja-
ban.

20 Az adatok forrasa a Nemzetkozi Uszoszovetség honlapja, ahol az idészakos vilagranglistakbol kigytijtheték
az egyéni eredmények. (http://www.fina.org/H20/index.php?option=com_wrapper&view=wrapper&Itemid=804).
Amennyiben az adott napon a versenyz0 tobbszor is rajthoz allt, a legjobb eredményét szerepeltetjiik.
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z0kbdl szarmazo adatok keletkezési iddpontjai sem feltétlentiil esnek egybe (nyilvan-
valdan csak akkor, ha ugyanazon a versenyen indultak). Az eredményeket a 4. dbra
szemlélteti.

2. tablazat
Uszderedmények 2009 és 2013 kozott
(perc:masodperc.szazadmasodperc)

Déatum Esemény Gyurta Jamieson
2009. 07. 26. Vilagbajnoksag 2:08.71
2010. 04. 03. British Gas Bajnoksag 2:14.85
2010. 06. 22. British Gas Nyilt Nemzetko6zi Bajnoksag 2:13.63
2010. 08. 09. Eurdpa-bajnoksag 2:08.95 2:12.73
2011.01. 15. Flanders Swimming Cup 2:13.21 2:16.59
2010. 10. 04. Brit Nemzetkozosségi Jatékok 2:10.97
2011.02. 11. BUCS LC Bajnoksag 2:13.31
2011. 03. 05. British Gas Bajnoksag 2:10.42
2011. 03. 25. Budapest Open 2:12.67
2011. 06. 04. Barcelona Mare Nostrum 2:12.48 2:12.83
2011. 06. 08 Di Canet Mare Nostrum 2:12.28
2011. 06. 22. Magyar Bajnoksag 2:10.45
2011. 06. 30. Scottish Gas Nyilt Nemzetkozi Bajnoksag 2:13.04
2011.07. 24. Vilagbajnoksag 2:08.41 2:10.54
2011. 12. 02. Dan Nyilt Bajnoksag 2:10.40
2012.01. 13. Viktoria Emlékverseny 2:12.15
2012.01. 14. Flanders Swimming Cup 2:11.79
2012. 03. 03. British Gas Bajnoksag 2:09.84
2012. 03. 29. Nyilt Nemzeti Bajnoksag 2:12.65
2012.05.21. Eurdpa-bajnoksag 2:08.60 2:12.58
2012. 06. 02. Mare Nostrum 2:11.21
2012. 06. 13. Budapest Open 2:09.89
2012. 07. 06. 6. EDF Nyilt Uszobajnoksag 2:11.24
2012.07. 28. Londoni Olimpia 2:07.28 2:07.43
2013.01. 19. Flanders Speedo Cup 2:10.50
2013. 02. 08. Derventio eXcel February Festival 2:11.75
2013. 03. 07. British Gas Nyilt Nemzetko6zi Bajnoksag 2:10.43
2013.03. 29. Budapest Open 2:10.68
2013. 06. 13. Sette Colli Trophy 2:10.25
2013. 06. 26. Magyar Bajnoksag 2:09.85
2013. 06. 28. British Gas Bajnoksag 2:07.78
2013.07. 28. Vilagbajnoksag 2:07.23 2:09.14
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4. dbra. Gyurta Daniel és Michael Jamieson versenyeredményei
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A 4. abra — valljuk be — nem tllsagosan informativ: az eredmények nehezen azo-
nosithatok, és féképpen nehezen hasonlithatok 6ssze. A vizsgalt mintegy 5 évben 32
kiilonb6z6 idépontbol szdrmaznak eredmények, ezek koziil minddssze hét olyan
alkalom volt, amikor mindketten indultak, ezaltal rendelkeznek eredménnyel. Az
lathatd, hogy példaul a londoni olimpian vagy a 2013-as vilagbajnoksagon Gyurta
megeldzte ellenfelét (igyeljlink arra, hogy a kevesebb id6 jelenti a jobb eredményt!),
de a teljes vizsgalt id6szakban nehéz 6sszehasonlitani a teljesitményeket.

Erdekes lenne dsszevetni a két klasszis teljesitményét a teljes id6horizonton, pél-
daul ugy, hogy két verseny kozotti idészakra interpolaljuk a varhaté eredményeket.
Ismét hangsulyozando, hogy semmilyen sportszakmai kérdést nem vizsgaltunk, tehat
nem kivanjuk megitélni, hogy van-e 1étjogosultsaga kiilonbozo felkésziilési fazisok-
ban (edzétabor eldtt, utan, kdzben stb.) levd versenyzoket, mindossze azt illusztral-
juk, hogy elvben lehetséges kiilonbdz6, egymastél nem azonos tavolsagban levo
idépontok adataibol interpolacidval becsiilni az eredmény valtozasat. Mivel a megfi-
gyelt versenyidépontokrol nem tételezhetd fel, hogy eredetileg ekvidisztans idésor-
bo1?! szarmaznak, csak néhany adat hidnyzik, ezért harmadfokt, mésodrendii spline-
interpoléaciot alkalmaztunk.

2! Hiszen nem arrél van sz6, hogy minden hénap meghatérozott napjan rendeznek versenyeket, csak Gyurta
vagy Jamieson nem indult mindegyiken, hanem hosszabb kihagyasok és siiriibb ,,versenyidények™ valtogatjak
egymast.
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Az interpolacidval meghatarozott teljesitményértékek lathatok az 5. dbran.

5. abra. Gyurta Daniel és Michael Jamieson spline-modszerrel interpoldlt eredményei
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—— Gyurta Jamieson

Valosziniileg az Giszashoz kevésbé értdk is latjak, hogy az interpolacié eredmé-
nyeképpen létrejott fiktiv értékek nem feltétleniil redlisak. Az abrabdl példaul azt
lehet leolvasni, hogy a skot fit a londoni olimpiara olyan mértékben fejlodott, hogy
noha az olimpiai dont6t elveszitette, de utana ,,benne volt” egy sokkal jobb ered-
mény, akar a vilagesucs is. Majd a 2012-es idény elmultaval ismét gyengébb ered-
ményei voltak, amelyek gyorsan javulni kezdtek, am a vilagbajnoksagra mar tuljutott
a legjobb eredményén. Ezzel szemben Gyurta mindvégig kiegyenstlyozottabb, ke-
vésbe szorodo eredményeket ért el, melyeknek éves minimuma mindig az év 6 ver-
senyén jelentkeztek. Ha mindezt a statisztikai modellezés soran oly fontos, am sok-
szor elfeledett verifikacioként fogjuk fel, akkor lathatjuk, hogy a spline-interpoléacio
mechanikus alkalmazasat 6vatosan kell kezelniink.

Tekintsiink egy masik, a dolgozat elején elméletben mar tobbszor hivatkozott
példat! Kozismert (Bélydcz [2009] 77. old.), hogy a piaci modell logikaja alapjan egy
adott részvény hozama felirhat6 igy:

n=o+fry

ahol r, az i-edik (t6zsdei) befektetés hozama, r,, a piaci portfoli6 hozama, a és S

a modell becsiilendd paraméterei, melyek koziil az utébbinak kitiintetett szerepe van,
ugyanis gyakran hasznaljak az adott befektetés kockazatossaganak proxy-jaként.
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A konkrét paraméterbecslési eljarasban a kivalasztott befektetésre (leggyakrabban
tézsdén forgd részvényre) vonatkozdéan meghatarozzuk a hozamot a t-edik idépontra

,o= DPi _pi,z—l ~ Alog D s

it
Di

ahol p, az adott részvény zaréarfolyama a ¢-edik napon.

Hasonlo logikaval a tézsdeindex alakulasbol kiindulva elvégezhet6 a piaci portfo-
li6 hozamanak kozelitése, ezaltal a modellben szereplé mindkét valtozoé idGsora ren-
delkezésiinkre all. Mivel a befektetések hozama szinte mindig stacionarius folyamat-
bol szarmazé iddsor, igy a paraméterbecslés OLS-sel altalaban hatékonyan megold-
hat6.??

Tanulmanyunk témdja szempontjabdl nagy jelentdsége van annak, hogy az emli-
tett részvény-zardarfolyamok, illetve a tézsdeindex napi zard értékei elvben napi
rendszerességli ekvidisztans idésort alkotnanak, am csak hétkoznapokon keletkez-
nek, vagyis rendszertelen iddsorainkbol hidnyoznak a szombat-vasarnapi értékek,
illetve a t6zsdeszlinnapok. A f-becslés soran bevett gyakorlat, hogy a hétvégeken,
illetve tézsdei sziinnapokon (valamint a ritkdn el6forduld kereskedési felfiiggeszté-
sek esetén) az adott részvény, illetve részvényindex hianyzd zardarfolyamat
(-értékét) helyettesitjiik az utolsd tényadattal, ami praktikusan azt jelenti, hogy a
hozamok iddsorat nullakkal toltjiik fel. El16z6 fejtegetésiinkbdl kitiint, hogy a 0 érté-
kekkel valo potlas komoly veszélyekkel jar, ugyanis példaul az is eléfordulhat, hogy
a valgjaban egymassal ok-okozati viszonyban allo valtozok kézott nem lesz kimutat-
hat6 a kapcsolat.

Tekintsiik a 2014-es elsé négy honapjat, és vizsgaljuk meg, hogy milyen kiilonb-
séget okoz, ha a Budapesti Ertéktzsdén forgé legfontosabb részvényekre vonatkozo
B-becslést kiilonboz6 kiegészitésekkel végezziik el! A 6. abra a Budapesti Ertéktézs-
de indexének (BUX) alakulasat mutatja a vizsgalt id6szakban.

Az idésor ,,szakadozottsaga” a hétvégék, illetve tézsdei kereskedési sziinnapok
(példaul a husvéti tinnepek) miatt keletkezik, hasonldt talalndnk, ha az elemzésiinkbe
vont MOL, MTELEKOM, OTP, RICHTER éarfolyamait vagy az azokbdl szadmithato
hozamokat abrazolnank.

Elvégeztiik a korabban targyalt kockazati proxy, vagyis a f-egyiitthatd becslését
harom maddon:

— csak a hétkdznapok (t6zsdei munkanapok) figyelembe vételével,
vagyis feltételezve, hogy péntek és hétfo kozott a hozam éppen ugy

2 Egy korabbi tanulméanyunkban (lasd Varga—Rappai [2002]) bemutattuk, hogy a paraméterbecslés
GARCH-specifikaciot végezve korrektebb eredményekre vezet, de ezzel itt nem kivanunk foglalkozni.
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képzddik, mint hétfo és kedd kozott (ebben az esetben 83 hozamada-
tunk lett mind a BUX, mind a konkrét részvények idésoraban);

—az év elsd négy honapjanak valamennyi napjahoz rendeltiink ho-
zamértéket, mégpedig ugy, hogy a tézsdei sziinnapokon 0 hozamot té-
teleztiink fel, a tovabbi napokon a hozam ugy keletkezett, mint az el4-
z0 pontban (ekkor 120 elemii idésoraink lettek);

—a tényleges hozamok k&zotti hidnyzé adatokat harmadfoku, ma-
sodrendii spline-interpolacidval potoltuk, és az igy kiegészitett id6so-
rok alapjan becsiiltiikk az egytitthatot (igy 118 adatunk lett valamennyi
idésorban, ugyanis az év elsé két napjahoz — mivel eltte nem volt
megfigyelt értékiink — nem tartozik interpolalt érték).

6. dbra. A BUX alakuldsa 2014 elsé négy honapjaban

Pont

20 000

19 500

19 000 /
N

18 500
18 000 \

17500 \\/ A / \/ \- A
17 000 N7

16 500 \
\

16 000

datum

2014.01.01

2014.01.08
2014.01.15
2014.01.22 1
2014.01.29
2014.02.05
2014.02.12 1
2014.02.19
2014.02.26
2014.03.05 1
2014.03.12 1
2014.03.19
2014.03.26 1
2014.04.02
2014.04.09
2014.04.16 1
2014.04.23
2014.04.30

Az eredmények (lasd a 3. tdblazatot) onmagukért beszélnek: a hozamok 0-val tor-
ténd feltoltését kovetden a becsiilt egyiitthatok alig térnek el — megitélésiink szerint
hibasan — csak a hétkdznapok figyelembe vételével, igy a hozam keletkezésének
idétartamaval nem kalkulalé becslésektol. Ugyanakkor a spline-interpolacioval ki-
egészitett adatsorok alapjan becsiilt S-egyiitthatok — kiilondsen a nagyobb kockaza-
tossagot jelzo, 1-nél nagyobb abszolut értékii esetekben — jelentésen meghaladjék az
eredetileg becsiilt értékeket, felhivva a figyelmet arra, hogy amennyiben egy befekte-

tés arfolyama a (hosszl) hétvégék, azaz kihagyasok utdn eltérfen valtozik, mint a
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piac egészét reprezentald tézsdeindex értéke, akkor ez a befektetés kockazatossaga-
nak novekedését mutatja.

3. tablazat

[-egyiitthato becslése kiilonbozé iddsorok alapjan

Idésor jellege (megfigyelt értékek szama)
Részvény csak hétkéznap | hétvégén 0 hozam spl?ne Vintrerpo!éc”io'val
- - iegészitett idésor
(T'=83) (T'=120) (T=118)
MOL 0,9109 0,9176 0,9040
MTELEKOM 0,4704 0,4695 0,5017
OTP 1,2715 1,2658 1,6214
RICHTER 1,0825 1,0771 1,2744
4. Konkluziok

Az informécios tarsadalom egyik legszembe6tlobb jellemzdje, hogy a gazdasagi-
tarsadalmi jelenségek elemzdi oOridsi adataradattal taldlkoznak kutatdsaik, illetve
munkéjuk soran. Mikozben a gazdasag modellezése szempontjabol szerencsés, hogy
az adatallomanyok egyre nagyobbak, az idésorok pedig hosszabbak, akézben nem
feledkezhetiink meg arrdl, hogy az informacidaradatnak negativ oldala is van: az
adatok mindsége mindinkabb romlik. Az adatmindség kategoridja rendkiviil dsszetett
fogalom, esetliinkben nem a hivatalos statisztikaban szokasos jelentéstartalommal
hasznaljuk a kifejezést, hanem a modellez6 szemszdgébdl értelmezziik azt. Modelle-
z¢si szempontbdl egyik kifejezetten kedvezdtlen, viszonylag alaposan koriiljart tulaj-
donsaga a nagy adathalmazoknak, hosszu iddsoroknak a volatilitas (valtozékonysag,
operacionalizalva a széras) novekedése. Emellett szamos tovabbi, a modellépités
szempontjabol kényelmetlen jelenséggel is szembe taldlhatjuk magunkat: outlierek
jelennek meg, strukturalis torések alakulnak ki stb. Ebben a tanulmanyban is olyan
tulajdonsagot vizsgéltunk, amely az informacios tarsadalomban valt mindennapiva.

A rendszertelen idésorok kialakulasanak egyik legfontosabb oka, hogy mar nem
csak egy — korabbi vélekedésiink szerint megfellebbezhetetlen — adatszolgaltato, jol
tervezhetd adatkozléseire tdmaszkodunk, igy gyakran szembesiilhetiink nemekvi-
disztans idésorokkal. A rendszerteleniil megfigyelt jelenségek modellezése sordn a

Statisztikai Szemle, 92. évfolyam 8-9. szdm



790 Rappai Gabor

modellezd alapdilemmaéja a kovetkezd: a megfigyelt értékek egy részének kihagya-
saval, informaciot veszitve ugyan, de a hagyomanyos eszkozokkel modellezhetd
id6sort vizsgaljunk-e, vagy a rendszertelenséget valamilyen adekvat eszkozzel ke-
zelve valamennyi empirikus megfigyelés alapjan készitsiink modellbecslést? Ebben a
dolgozatban azt mutattuk be, hogy az adatpotlas modszerének megvalasztasa fontos
feladat a rendszertelen idésorok modellezése soran, ugyanis a nem szerencsés
adatkiegészitések akar az iddsor alaptulajdonsagait is megvaltoztathatjak.

A bemutatott spline-interpolacios eljaras viszonylag egyszeriien atlathato, raada-
sul a standard programcsomagok jelentds része tdmogatja, ezért ajanlhaté a modelle-
z6knek, ha az adatvesztést is el kivanjak keriilni, de arra is vigyazni akarnak, hogy az
id6ésor alaptulajdonsagai ne torzuljanak. Minden korabban bemutatott pozitiv tulaj-
donsag ellenére érdemes dvatossagra is inteni, ugyanis az adatpotlas (még ha koriil-
tekintden torténik is!) azt a veszélyt hordozza, hogy nem csak az empirikus adatokra
tamaszkodunk kovetkeztetéseinkben. Milyen mértékben engedhetd meg az, hogy a
modellezd , tisztitott” adatokra épitett konstrukciora alapozza dontéseit? A kérdés
mar a statisztikai etika témakorébe tartozik, és a valasz messze meghaladja jelen
tanulmanyunk kereteit!
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Summary

The study examines spline-interpolation, a special class of interpolation techniques. When any
unequally-spaced time series is refilled with its mean or a lagged or interpolated value, the new,
evenly-spaced time series often has a different data generating process compared to the original
one. The paper places focus on the fact that irregular time series cannot be supplemented mechani-
cally. It also presents the procedures for irregular empirical time series and formulates some gen-
eral conclusions.
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