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Tanulmanyunk néhany kiiléndsen problémas mintavételi helyzetet mutat be, és az ezekbdl fakado
torzitdsokat Monte Carlo-szimulacid segitségével szemlélteti. Az elemzés kdzéppontjaban a statisz-
tikai eljarasok egyik kulcsfontossagu feltétele, a mintaclemek fliggetlensége all, valamint az annak
megsértésébol adodo kovetkezmények. A bemutatott példak homogén és rétegzett populaciokra egy-
arant kiterjednek, és els6sorban elméleti szemlélteté célt szolgalnak. Bemutatunk ismert, de nem
koztudott korrekcios modszereket is, tovabba néhany javaslatot is tesziink, hozzajarulva a statisztikai
elmélet és az alkalmazo6 kutatasok modszertani gyakorlatanak dsszekapcsolasahoz.

Kulcsszavak: mintavétel, fiiggetlenség, becslés, torzitas

During statistical analyses, the sample plays a central role in ensuring that the assumptions of the
applied procedures are satisfied, a condition that is often not met in practice. This paper presents
several particularly problematic sampling situations and illustrates the resulting biases using Monte
Carlo simulations. The analysis focuses on one of the key assumptions of statistical procedures,
namely the independence of sample elements, and on the consequences arising from its violation.
The presented examples cover both homogeneous and stratified populations and primarily serve a
theoretical illustrative purpose. In addition, we propose methods for correcting these biases, thereby
contributing to the integration of statistical theory and the methodological practice of research that
applies it.

Keywords: sampling, IID, bias

A statisztikai elemzés célja, hogy egy sokasag jellemz0irdl informaciot nyerjiink,
gyakran anélkiil, hogy annak minden egyes elemét megfigyelnénk. A kovetkeztetd
statisztikai vizsgalatok esetében ez jellemzden egy megeldzo 1épést feltételez: a
mintavételt. Ennek eredménye az az adathalmaz, amelyen elemzések torténnek, és
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alapvetden meghatarozza az elemzések érvényességét. Megjegyezziik, hogy sta-
tisztikai elemzés teljes korti adatfelvételek esetén is végezheto, jelen tanulmany
azonban azokra a helyzetekre koncentral, amikor a kovetkeztetések mintan alapul-
nak. A statisztikai gondolkodas fejlddésében a mintavételi eljarasok kidolgozasa
kiemelkedd jelent6ségii. Mar Neyman (1934) klasszikus tanulmanya is ramutat
arra, hogy a jol megtervezett mintavétel nem csupan hatékonyabba teszi az adat-
gyljtést, hanem biztositja a becslések torzitatlansagat és konzisztencidjat is.
A mintavételen alapul6 adatgytijtésnek kozponti szerepe van az empirikus adato-
kat alkalmazo6 elemzésekben is. A mintavétel az ilyen tipust kutatasok egyik leg-
kritikusabb modszertani eleme, alapvetéen meghatarozza a kovetkeztetések meg-
bizhatosagat (Babbie, 2008). Cikkiink a mintavételi modbol eredd torzitasokrol
sz0l, és bemutat olyan lehetséges korrekcidkat, amelyekkel a torzitasok csokkent-
het6k. Eredményeink ezaltal kifejezetten a mintavételt alkalmazo kutatasok eseté-
ben és az adatokbodl szarmaz6 becslések készitésénél hasznosak. Fontos kiilonbsé-
get tenni a minta mint adathalmaz, valamint a mintavételi eljaras mint adatgytijtési
modszer kozott. Mig az utobbi célja egy sokasag reprezentativ leképezése, addig
a statisztikai elemzés szempontjabol a minta mint megfigyeléshalmaz képezi az
elemzés targyat. A tovabbiakban a minta fogalmat tag értelemben hasznaljuk: egy
véges szamu megfigyelést értlink alatta, amelyen statisztikai elemzéseket végziink,
fiiggetleniil attol, hogy az adatok egy explicit mintavételi eljaras eredményeként
vagy mas adatgyiijtési folyamat melléktermékeként alltak-e elo.

A mintavételi torzitasok kérdése rendre megjelenik a szakirodalomban. Ennek
oka kettds. Egyrészt a matematikai statisztikai modellek gyakran idealis feltétele-
zésekre épiilnek, példaul arra, hogy a mintavétel visszatevéses, és ezaltal a minta-
elemek egymastol fliggetlenek, vagy arra, hogy végtelen a populacié mérete,
amelybdl a mintaelemeket kivalasztjuk. Ezek az elofeltevések lehetové teszik a
klasszikus tételek (példaul a centralis hatareloszlas tétele vagy a nagy szamok tor-
vénye) alkalmazasat. Az adatfelvételek gyakorlatdban viszont a visszatevéses min-
tavétel vagy megvalosithatatlan, vagy redundans informaciot eredményez, ezért a
kutatok talnyomorészt visszatevés nélkiili mintavételt hasznalnak. Ez azonban
sziikségszeriien sérti a fiiggetlenség feltételét, ami a becslések variancidjara és
konfidencia-intervallumainak megbizhatdsagara is hatassal van. Kish (1965) rész-
letesen foglalkozik a design effect fogalmaval, amely éppen arra hivja fel a figyel-
met, hogy a mintavétel modja (és kifejezetten a mintaelemek csoportositasa és a
mintavétel rétegezettsége) jelentdsen befolyasolhatja a statisztikai kovetkeztetések
megbizhatosagat.

A hazai szakirodalom is ramutat arra, hogy példaul a tarsadalomtudomanyok-
ban alkalmazott mintavételi eljarasok matematikai megkdzelitése nélkiilozhetet-
len. Korabbi munkakban megjelenik, hogy a ritka populaciok mintavételi straté-
giai esetében specialis eljarasok nélkiil a becslések bizonytalansaga jelentésen
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megnd (Kapitany, 2010), tovabba rétegzett mintak esetében a megfeleld mintavé-
teli design képes mérsékelni a varianciat és javitani a reprezentativitast (Galam-
bosné Tiszberger, 2011). A fiiggetlenség feltételének megsértéséhez kapcsolodo
problémakra a valaszado-vezérelt mintavétel adhat modszertani valaszt, ez viszont
nem eredményez valoban véletlen mintat (Simon, 2012). Ujabb példa kifejezetten
a mintavételezésbol szarmazd pénziigyi adatok vizsgalata, bemutatva, hogy a min-
tavételi design nemcsak a statisztikai tulajdonsagok, hanem a kockazatkezelésre
vonatkoz6 becslések szempontjabol is meghatarozo (Varga, 2021). Cikkiink ebbe
a gondolatmenetbe illeszkedik: célunk, hogy a fliggetlenség sériilésének hatasait
matematikai modellekkel és szimulaciokkal érzékeltessiik, valamint javaslatokat
fogalmazzunk meg a torzitasok korrigalasara.

A statisztikai mintavétel elméletének és gyakorlatanak folyamatos parbeszéd-
ben kell allnia egymassal. A matematikai statisztika idealis modelljei megadjak a
becslések tulajdonsagainak vizsgalati keretét, mig a gyakorlati tapasztalatok ravi-
lagitanak arra, hogy a valosagban ezek a feltételek maradéktalanul csak ritkan tel-
jesiilnek. A fliggetlenség hianyabol fakado torzitasok és a mintavételi eljarasokbol
szarmaz6 hibak korrekcioja ezért alapvetd fontossagu. E korrekcidkhoz olyan
modszerek sziikségesek, amelyek egyszerre tdimaszkodnak a matematikai statisz-
tika tételeire €s a gyakorlati tapasztalatokra (Sdrndal et al., 1992; Lohr, 2010).

Jelen cikk tovabbi célja, hogy bemutassa a fiiggetlenség feltételének a minta-
vételbdl szarmazo becslések tulajdonsagaiban betdltott szerepét, és feltarja, mi-
lyen kdvetkezményekkel jar, ha ez a feltétel sériil. A tanulmanyban egyrészt is-
mertetjiik a kapcsolodd matematikai statisztikai modellt, amely lehetdvé teszi a
kiilonbségek formalis leirasat, masrészt szimulaciokkal illusztraljuk a visszate-
véses €s a visszatevés nélkiili mintavétel kozotti eltéréseket, valamint a rétegzett
mintavételbdl fakado torzitasokat. Szeretnénk ramutatni arra, hogy a klasszikus
fliggetlenségi feltevés megsértése nem pusztan elméleti kérdés, hanem a gyakor-
lati adatfelvételek soran is jelentds hatassal van az eredményekre. Végiil javas-
latokat tesziink arra, hogy miként kezelhetd a fiiggetlenség sériilése, és hogyan
kapcsolhatd 6ssze a matematikai statisztika idealis kerete a valos kutatasi hely-
zetekbdl fakado kihivasokkal.

A fentiek altal a tanulmény egyszerre kivan hozzajarulni a statisztikai elmélet-
hez és az empirikus kutatasok modszertani gyakorlatdhoz. Az elméleti megalapo-
zas ¢és a szimulacids illusztraciok révén igyeksziink hidat képezni a matematikai
statisztikai modellek és a valos adatgyiijtések problémai kozott. Ugy véljiik, hogy
a mintavételbol eredd torzitasok és korrekcidjuk megértése nemcsak a statisztiku-
sok, hanem minden empirikus kutaté szamara alapvetd fontossagu.

Homogén populacio esetén alapvetden két mintavételi eljarast tekintiink at: a
visszatevésest €s a visszatevés nélkiilit. Mindkét esetben uniform modon valaszt-
juk a mintaelemeket. Foglalkozunk rétegzett populaciobdl térténd mintavételezési
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eljarasokkal is. Az empirikus kutatdsokban gyakran alkalmazott mintavételi elja-
ras példaul a tobblépcsds, csoportos mintavétel. Ennek soran a populacié elemei
elsod 1épésben csoportokba (elsddleges mintavételi egységekbe) rendezédnek, majd
a mintavétel masodik 1épésében ezek koziil valasztunk ki csoportokat, a tovabbi-
akban pedig a kivalasztott csoportokon beliil torténik az adatgyiijtés. Ez a struktira
a gyakorlatban természetesen tovabbi 1épésekkel bovitheto, €s a kutatas céljai alap-
jan keriil meghatarozasra az egyes 1épések soran alkalmazandé konkrét mintaveé-
teli modszer. Klasszikus példa az ilyen tipusu mintavételre, amikor iskolai oszta-
lyok elsddleges mintavételi egységként jelennek meg. Az elsdédleges mintavételi
egységek kivalasztasa gyakran méretaranyos bekeriilési valoszintiségekkel (pro-
bability proportional to size, PPS) torténik. A csoportos mintavétel sajatossaga,
hogy a teljes populdcio nem minden csoportja keriil kivalasztasra, ami a csoporto-
kon beliili homogenitas és a csoportok kdzotti kiilonbségek miatt torzitashoz ve-
zethet. Az is eléfordulhat, hogy a populacié olyan — a kutaté szamara nem ismert
— strukturalis tagoltsaggal rendelkezik, amely a mintavétel soran nem keriil expli-
citen kezelésre. Ertelemszeriien ezéltal sériil a mintaelemek fiiggetlenségére vo-
natkozo feltétel. Tipikus példa lehet még az a helyzet, amikor az adatgy(ijtés sziik
id6savban torténik (pl. nappali 6rdkban, hétkdznap), ezért bizonyos csoportok
rendszerszinten kimaradnak; kozteriileti kérdezésnél a helyszinek és az idopontok
»~rahtizodnak” sajatos alcsoportokra; paneles/ismételt mérésben az elérhetdség és
a kérdezoi halo szerkezete rétegzddést idéz eld. A tovabbiakban a rétegzettség ki-
fejezést nem mint rétegzett mintavételi eljarast, hanem mint a populacio belso he-
terogenitasara utald szerkezeti jellemzo6t hasznaljuk, amely a mintavétel modjatol
fliggetleniil befolyasolhatja a becslések tulajdonsagait.

A tanulmany a kovetkezd szerkezetet koveti: az elméleti részben (1. fejezet)
elsdként a relevans matematikai statisztikai alapokat mutatjuk be az 1.1. fejezet-
ben, ezutan ismertetjiik a korrekcios javaslatainkat, kiilon kitérve a homogén €s a
rétegzett populaciokbdl valasztott mintakra (1.2. fejezet). A torzitasokat és a kor-
rekcios javaslatokat Monte Carlo-szimulaciokkal is illusztraljuk a 2. fejezetben,
kiilon a homogén (2.1. fejezet) és kiilon a rétegzett populaciok esetére (2.2. feje-
zet). A tanulmanyt a kovetkeztetések megfogalmazasaval zarjuk a 3. fejezetben.
A cikkben bemutatott eredmények részletesen a szerzok Biases arising from samp-
ling and their adjustments cimii tanulmanyaban olvashatok, amelyben a korrekcios
javaslatokhoz tartozé tételek bizonyitassal egyiitt megtalalhatok (Nagy-Gyorgy—
Szeitl, 2026).
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1. Elméleti attekintés

1.1. Matematikai statisztikai alapok

Ebben a részben attekintjiik a szdmunkra relevans matematikai statisztikai alapo-
kat, kiegészitve néhany nem fiiggetlen mintara vonatkoz6 észrevétellel. A termi-
nologia megvalasztasanal tudatosan a matematikai statisztika nyelvhasznalatat ko-
vetjiik, amely az elemzések elméleti tulajdonsagainak vizsgalatahoz biztosit egy-
séges keretet. A szakirodalomban tobbféle fogalom- és jelolésrendszer 1étezik, je-
len tanulményban ezek hasznalatdnal Bolla és Kramli (2012) meghatarozasait al-
kalmazzuk.

A matematikai statisztikaban a becslések és a hipotézisvizsgalatok elméleti tu-
lajdonsagait matematikai tételek irjak le, amelyek meghatarozott feltételek mellett
érvényesek.! Amennyiben ezek a feltételek teljesiilnek, a tételek klasszikus forma-
jukban alkalmazhatdk, a feltételek sériilése esetén pedig kiilon vizsgalni kell, hogy
léteznek-e olyan mddositott vagy kozelité eredmények, amelyek az adott helyzet-
ben érvényesek. Példaul nagy mintdk esetében hatareloszlas-tételek biztositjak,
hogy szamos statisztikai eljaras kozelito eloszlasi eredményei akkor is alkalmaz-
hatok, ha az eredeti hattéreloszlasra vonatkozo feltételek nem teljesiilnek, ezek
azonban matematikailag eltérd allitasoknak tekintend6k. Az egyik ilyen feltétel a
mintaelemek fliggetlenségére vonatkozik. A kdvetkez6kben azt mutatjuk be, hogy
mi torténik, amikor ez a feltétel a gyakorlatban nem teljesiil.

A matematikai statisztikaban a minta n darab fliiggetlen, azonos eloszlast val-
toz6. A mintaelemek kozos eloszlasa a hattéreloszlas, ennek a paramétereire sze-
retne becslést, hipotézisvizsgalatot adni a statisztika. A hattéreloszlas paramétere-
ire mint elméleti értékekre fogunk hivatkozni. Ezek koziil is kiemelt figyelmet kap
a varhato érték (populaciobol vett minta esetén ez a populacidatlag), amelyet
u-vel jeldliink, és a variancia, mas néven szorasnégyzet, ezt itt a2 jeldli.

Ha egy N elemi rogzitett populaciobdl vessziik a mintat, akkor visszatevéses
mintavétel (azaz a populacid egy tagja Gjra kivalasztasra keriilhet) esetén a minta-
elemek fliggetlenek lesznek. Ha visszatevés nélkiil vessziik a mintat, akkor a min-
taclemek nem fiiggetlenek, ez esetben egyszerii szamoldssal megadhat6 az X;, és
az X; mintaelemek kovariancidja (Nagy-Gyéorgy—Szeitl, 2026):

2

o
CO‘U(Xk,Xl) = —m

! Megjegyezziik, hogy ezen feltételek pontos megértéséhez valdszinliségszamitasi ismeretek sziikségesek.
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Tehat visszatevés nélkiili mintavétel esetében negativ korrelacié van a minta-
elemek kozott, amely abszolutértéke a populacié méretének novelésével csokken.

A populaciéatlagot (1) a mintaatlaggal, a populaci6 variancidjat (o2) a korrigalt
empirikus variancidval szokas becsiilni, utobbi az alabbi formulaval adhaté meg:

n
n 1
St =g St = > (X = D)2
i=1

n—1' n—1

Azért szokas korrigalni az S2 empirikus varianciat, mert fiiggetlen minta esetén
igy kapunk torzitatlan becslést a o varianciara. Akkor neveziink torzitatlannak
egy becslést, ha a varhato értéke éppen a becsiilt paraméter (a varhato érték popu-
laciobol vett minta esetén az Osszes lehetséges mintavétel esetén kiszamolt becslés
atlaga, ha az egyes mintdk azonos valdsziniliséggel keriilhetnek kivalasztasra).
A becslésektol a torzitatlansag mellett kiilonb6zé konzisztenciatulajdonsagokat is
szokas elvarni. A statisztikai szakirodalomban t6bb konzisztenciafogalom létezik,
ezek kozil leggyakrabban a gyenge €s az erds konzisztenciat kiilonboztetik meg.
Az er6s konzisztencia azt jelenti, hogy ha a mintaeclemszam tart a végtelenbe, ak-
kor a becslések sorozata 1 valdszinliséggel a becsiilt paraméterhez tart, mig gyenge
konzisztencia esetén a becslések a mintaclemszam novekedésével egyre nagyobb
valészinliséggel keriilnek a becsiilt paraméter tetszOlegesen kis kdrnyezetébe
(részletesebben lasd példaul van der Vaart, 1998, 2. fejezet). Fliggetlen minta
(visszatevéses mintavétel) esetén a nagy szamok erds torvénye garantalja, hogy a
fenti becslések erdsen konzisztensek. Visszatevés nélkiili mintavétel esetén a min-
taelemszamot a populacié mérete feliilr6l korlatozza, ezért klasszikus értelemben
vett konzisztenciardl nem beszélhetiink; ilyen esetben azt vizsgaljuk, hogy a becs-
1ések hogyan viselkednek, amikor a mintaelemszam eléri a populacidméretet.

A kovetkezokben a populacidatlag és a populacios variancia becslését vizsgal-
juk meg a torzitatlansag és a konzisztencia szempontjabol visszatevéses és nem
visszatevéses mintavételek esetében. Els6ként homogén populéciot feltételeziink
(amikor a populaciobol nem rétegképzés utan vesziink mintat), majd rétegzett po-
pulécioval foglalkozunk.

1.2. Torzitasok és korrekcios javaslatok

Els6é megallapitasunk az, hogy homogén populaciobdl vett fiiggetlen minta esetén
a p elméleti varhat6 értékre akkor tudunk torzitatlan becslést adni, ha a populécio
egyedeinek mintaba keriilési valoszintisége ismert. Specifikusan, ha a kivalasztasi
valoszinliségek azonosak, akkor a mintadtlag torzitatlan becslés lesz. Egyéb eset-
ben korrekciora van sziikség: az ismert kivalasztasi valoszintiségek lehet6vé teszik
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a megfeleld sulyozast, amely még akkor is biztositja a torzitatlansagot, ha a popu-
lacio egyedei eltérd eséllyel keriilnek a mintaba. Megjegyezziik, hogy az ismert
kivalasztasi valoszintiségek gyakorlati biztositasa mintavételi keret meglétét felté-
telezi. Ennek jol ismert bizonyitasat megnézve lathatjuk, hogy a mintaelemek fiig-
getlensége egyik 1épésben sem sziikséges, ezért nem fiiggetlen minta esetén is tel-
jesiil, hogy a mintaatlag varhat6 értéke. Ez azt jelenti, hogy a mintaatlag a vissza-
tevés nélkiili mintavétel esetén is torzitatlan becslést ad a populacidatlagra. Meg-
jegyezziik, hogy amennyiben nem uniform médon torténik a mintavétel, azaz kii-
16nb6z6 valosziniiséggel keriilnek be a populacio tagjai a mintaba, akkor a min-
taatlag nem lesz torzitatlan becslése a populacidatlagnak. Ismert, hogy a korrigalt
empirikus kovariancia fiiggetlen minta esetén torzitatlan becslése a kovariancia-
nak. Ennek bizonyitdsat megvizsgalva megkaphatjuk a torzitast nem fiiggetlen
minta esetén. A korrigalt empirikus variancia varhaté értéke a kovetkez6 formu-
laval adhat6 meg:
E(S;%) = 0?% — Cov(Xy, X5)

Ha a mintaelemek fiiggetlenek, akkor kovarianciajuk 0, és azt kapjuk, hogy a
korrigalt empirikus variancia torzitatlan becslése a?-nek. Masodik megallapita-
sunk azzal kapcsolatos, hogy mi torténik, ha visszatevéses a minta. Ebben az eset-
ben a mintaeclemek kovariancidjanak —1-szerese megjelenik torzitasként, ezt be-
helyettesitve kapjuk, hogy visszatevés nélkiili mintavétel esetén

E(5;2) = - o2, (1)

Ez a torzitas nem fiigg a minta nagysagatol, tehat nem valtozik a minta mére-
tének novelésével. Matematikailag ez azt jelenti, hogy aszimptotikusan sem torzi-
tatlan a becslés.

Ha a populacio nagy, ez elhanyagolhato, de kis populacié esetén érdemes kor-
rigalni. Ez a korrekcio6 az (1) formula alapjan az

N
korrekcids tényezo (Nagy-Gyorgy—Szeitl, 2026). Megjegyezziik, hogy a korrigalt
empirikus szoras fiiggetlen minta esetén sem torzitatlan becslés a szorasra, mivel
a gyokfiiggvény nem linearis. Erdemes foglalkozni az atlag standard hibjaval is,
amellyel kapcsolatos a harmadik megallapitasunk. Mivel fiiggetlen minta esetén is
csak a varianciara tudunk torzitatlansagot igazolni, a standard hiba négyzetét irjuk
fel. Fiiggetlen minta esetén ismert, hogy S;:2 /n torzitatlan becslés a mintaitlag va-

riancidjara:
no.Z S*Z
D*(X)=—=E|—
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Visszatevés nélkiili minta esetén ez nem teljestil:
D2(X) _N—n.a_z viszont E S—T*lz —L-G—z
~ N-1 n’ n) N-1 n’
amely feliilbecsiili a standard hibat, és meglepé modon a torzitds aranya az elmé-
leti értékhez viszonyitva n6é a mintaméret ndvelésével. Ha torzitatlan becslést sze-
retnénk a standard hiba négyzetére visszatevés nélkiili mintavétel esetén, akkor
pedig a(z) S;;2 /n becslés esetében a korrekcid a(z)
N—-—n
N
korrekcios tényez6 (Nagy-Gyorgy—Szeitl, 2026).
A konzisztencia szempontjabol visszatevés nélkiili mintavétel esetén nem tud
a mintaelemszam végtelenbe tartani, hiszen a populacioméret felsé korlatot ad ra,
igy klasszikus értelemben nem beszélhetiink konzisztenciar6l, de érdemes meg-
gondolni, hogy mi torténik, ha a mintaelemszamot addig noveljiik, amig lehet.
A mintaatlagok sorozata a végén eléri a populacidatlagot, a korrigalt empirikus
kovarianciak sorozatanak utolsé tagja viszont

N
1 N
S*2=—ZX-— 2 _ o2,
N TN 1. 1( ) N -1
1=
amely nem a populacié varianciaja, tehat konzisztencia szempontjabol is szeren-
csés lenne a fent emlitett korrekcio. Ez f6leg kis populacio esetében 1ényeges.
A standard hiba szokasos becslése erésen konzisztens fiiggetlen minta esetén a

korrigalt empirikus variancia er0s konzisztenciaja miatt, visszatevés nélkiili min-
tavétel esetén viszont

SN o
VN JN-T
mikdzben az atlag szorasa 0, ha a teljes populacioé bekeriil a mintaba.
A tovabbiakban rétegzett populaciokkal foglalkozunk. Megfelel6 eljaras esetén
a mintaelemek egyforma valdsziniiséggel torténé bekeriilése biztosithato, de a tel-
jes mintaban a mintaelemek fiiggetlensége nem. Megjegyezzik, hogy ha egy ré-
tegbdl vesziink egy (rész)mintat, akkor a paraméterek becslésére a fentiek az adott
rétegre ¢s (rész)mintara vonatkoztatva érvényesek.
Tekintsilink egy rétegzett populaciot r réteggel: az i-edik réteg atlaga y;, vari-
anciaja of. Egyszerii szamolassal adodik, hogy a populacié elméleti értékei a ko-

i .
vetkezoképpen adhatok meg:
1 T
= NZ N; - p
i=1
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és
1 T
02 =3 ) Ny (0f + (i = ).
i=1

Most nézziik meg a rétegzett mintavétel egyik legegyszertibb esetét: véletlen-
szerlien valasztunk egy R réteget ugy, hogy az i-edik réteg kivalasztasanak valo-
szinlisége p;, majd a kivalasztott rétegbol vesziink egy n elemii mintat. Azaltal,
hogy egyetlen rétegbdl vessziik a teljes mintat, a mintaelemek fiiggetlensége sériil.
Ekkor

.
E(X) = Z#i i
i=1

A kovetkez6 megallapitasunk az, hogy ha p; = N;/N minden i-re, akkor az
atlag torzitatlan becslés, egyébként torzitas jelenhet meg, amelyet korrigalni kell,
az i-edik réteg kivalasztasa esetén N;/(Np;) tényezdvel. Megjegyezziik, hogy
a torzitatlansag dnmagaban kevés ahhoz, hogy jo becslést kapjunk, hiszen ebben
a modellben egy mintavétel atlaga valamelyik y; érték koriil mozog, ha noveljiik
a mintaelemszamot, akkor ehhez egyre kozelebbi értéket vesz fel. Konnyli meg-
gondolni, hogy az atlag még gyengén sem lesz konzisztens becslése u-nek, ha nem
teljestil, hogy py = - =, = .

Ha a mintat visszatevéssel vessziik,
T

ESi) =Y o p

i=1
ha visszatevés nélkiil, akkor
-

N:
E(S:2) = § o2 —1 .y
n i Nl _ 1 L

i=1

azaz a korrigalt empirikus variancia egyik esetben sem torzitatlan becslése o2-nek
akkor sem, ha az i-edik réteget a méretével (vagy N; — 1-gyel) aranyos val6szinii-
séggel valasztjuk. Ezt a becslést pedig akkor tudjuk korrigalni, ha (1) ismerjiik
vagy becsiilni tudjuk a rétegek atlagait (ug); vagy (2) a populacioatlag és a valasz-
tott réteg atlaganak kiilonbségét (ug — p). Utdbbihoz tobb rétegbdl vett mintakra
van sziikség.

Ha nem egy, hanem t6bb, de nem az dsszes rétegbdl vessziik a mintat, hasonlo
problémak 1épnek fel, viszont nehezebb kiszamolni a torzitasokat. Ezzel a tovab-
biakban itt nem foglalkozunk, a tobb rétegbdl vett mintakkal kapcsolatos eredmé-
nyeinket egy masik munkankban (Nagy-Gyorgy—Szeitl, 2026) tervezzik kdzolni.
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2. Szimulacio

A kovetkezokben bemutatott szimulaciok célja nem tipikus tarsadalomtudomanyi
mintavételi helyzetek empirikus modellezése, hanem bizonyos — a mintavételbdl
fakadd — torzitasok mechanizmusanak szemléltetése olyan paraméterbeallitasok
mellett, ahol ezek az eltérések jol 1athatok. Ebben a fejezetben a fenticket Monte
Carlo-szimulaciokkal is szemléltetjiik, egy olyan modszerrel, amely bonyolult
problémak kozelitd megoldasat keresi véletlen mintavételezés segitségével: sok
lehetséges kimenetelt szimulalunk, majd ezek atlagabdl becsiiljilk meg a keresett
mennyiséget. Matematikailag ez azon alapul, hogy egy valosziniiségi valtozo var-
hat6 értéke jol kozelithetd nagyszamu fliiggetlen mintabol szamitott mintatlaggal
(lasd nagy szamok torvényei). Itt sokszor szimulalunk egy mintavételt, és az egyes
mintavételekbol szamolt becslések viselkedését vizsgaljuk. Elséként homogén po-
pulaciokat feltételeziink (2.1. fejezet), majd rétegzett populdcidkkal dolgozunk
(2.2. fejezet).

2.1. Mintavétel homogén populaciobol

A vizsgalt becslések koziil a korrigalt empirikus variancia és a standard hiba ese-
tében is fontos tényez6 a populacio mérete. Ezért tobb, eltéré méretli populacion
is bemutatjuk, hogy a kiilonb6z6é mintavételi médok milyen hatést gyakorolnak a
becslésekre. Harom kiindulé populaciét hasznalunk, amelyek N = 20, N = 50 és
N = 100 elembdl allnak. A kis elemszamt populaciok valasztasa tudatos: a cél,
hogy a visszatevéses €s a visszatevés nélkiili mintavétel kozotti kiillonbségek, va-
lamint a fiiggetlenség sériilésébol fakado torzitasok hatasa mar kis mintak esetén
is jol elkiilonithetden jelenjen meg. Megjegyezziik, hogy kis elemszamu popula-
ciok valds kutatasi helyzetekben is el6fordulhatnak, példaul ritka betegségek vizs-
galatanal, biologiai kutatasokban, illetve zart vagy nehezen elérhetd csoportok ese-
tében. Mindharom populécional a tagjaik értékeit egy u = 10 és 0 = 5 paraméterii
normalis eloszlasbol generaltuk. A populacios értékek megoszlasai a Fiiggelék
F1-F3. abrain lathatok. A generalt populaciokban a populacioatlag rendre 10,71,
10,17 és 10,45, a populacios varianciak pedig rendre 22,47, 21,00 és 20,62 let-
tek. Ezek azok az elméleti értékek, amelyeket a kdvetkezokben a kiilonb6z6 min-
tavételek alapjan becsliink.

A mintavételek soran n = 10, n = 40 és n = 50 elem( mintakat vesziink.
Mindegyik esetében elvégezziik a mintavételezést visszatevéses és visszatevés
nélkiili médon is. A Monte Carlo-ismétlések szama mindegyik mintavétel eseté-
ben egyenként 10 000 000.
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A becslésektdl gyakran elvart tulajdonsag a torzitatlansag, amely azt jelenti,
hogy a becslo statisztika varhato értéke éppen a becsiilt érték. Ez a gyakorlatban
azt jelenti, hogy ha nagyon sokszor végezziik el a vizsgalatot, akkor atlagosan ko-
riilbeliil a becsiilt értéket kapjuk (a nagy szdmok torvényei matematikailag ponto-
san megfogalmazzak ezt). A torzitatlansag azonban nem az egyetlen becslési kri-
térium: A szakirodalomban a variancia, a konzisztencia ¢és az atlagos négyzetes
hiba is fontos szerepet jatszik. A gyakorlatban nem feltétleniil tudjuk ezek mind-
egyikét biztositani, ezért a becslések megvalasztasa gyakran kompromisszumot je-
lent a kiilonboz6 kritériumok kozott. Az alabbiakban néhany elméleti értéket és
ezeknek a kétféle minta alapjan kapott becsléseinek varhato értékének Monte
Carlo-becsléseit vetjiik dssze. E16szor az elméleti varhato érték (populacidatlag)
becsléseit nézziik meg. Ez mindkét mintavétel esetében az elvarasoknak megfele-
16en viselkedik. A torzitatlansagot a varhato érték linearitas nevi tulajdonsaga biz-
tositja, amihez nem kell a mintaelemek fiiggetlensége, ezt a szimuldcio is alata-
masztja (1. tablazat). A konzisztencia is teljesiilni fog (hétkoznapi nyelven fogal-
mazva a mintaclemszam novelésével egyre pontosabb becslést kapunk).

1. tablazat
A mintaatlag varhaté értékének Monte Carlo-becslései
Monte Carlo estimates of the expected value of the sample mean

N: populacidméret, Elméleti Visszatevéses Visszatevés

n: mintaelemszam érték becslés nélkiili becslés
N=20,n=10 10,708 10,709 10,709
N=50,n=10 10,172 10,172 10,172
N=50,n=40 10,172 10,172 10,172
N=100,n=10 10,452 10,452 10,452
N=100,n=50 10,452 10,452 10,452

Forras: sajat szerkesztés.

A variancianal mar mas a helyzet, hiszen elméleti Uiton igazoltuk, hogy nem
fiiggetlen minta (azaz a visszatevés nélkiili mintavétel) esetén a torzitatlansag nem
is teljesiil. A torzitas két mintaclem kovariancidja, amely a populaciotol fiigg.
A fenti populaciok esetén a populacidvariancia mellett a korrigalt empirikus vari-
ancia varhato értékének Monte Carlo-becsléseit a 2. tdblazat tartalmazza. A tabla-
zatba beillesztettiik az altalunk javasolt becslést is, amely az ismertetett korrekcios
tagot hasznalja. Ha nagyon nagy a populacio, a torzitas lényegében elhanyagol-
haté. Megjegyezzilk, hogy rétegzett mintavétel esetén a fentiek a rétegre vonat-
koznak, tehat a réteg varianciajanak becslése a réteg fiiggvénye.
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2. tablazat
A varianciabecslések varhato értékének Monte Carlo-becslései
Monte Carlo estimates of the expected value of variance estimators

. ) Visszatevés nélkiili

N: lacioméret e Visszatevéses

- popu ac1ome?e ’ El,me,letl korrigalt empirikus korrigalt
n: mintaelemszam ertek variancia empirikus javasolt becslés

variancia

N=20,n=10 22,469 22,476 23,655 22,472
N=50,n=10 21,002 21,004 21,436 21,007
N=50,n=40 21,002 21,005 21,430 21,001
N=100,n=10 20,622 20,619 20,834 20,625
N=100, =50 20,622 20,624 20,831 20,622

Forras: sajat szerkesztés.

A standard hiba értékének, a szokasos becslése varhato értékének, valamint az
altalunk javasolt korrigalt becslés varhaté értékének Monte Carlo-becsléseit a 3.
tablazat tartalmazza.

3. tablazat
A standard hiba értékének és a becslések varhato értékének Monte Carlo becslései

Monte Carlo estimates of the standard error and the expected values of the estimators

Visszatevéses Visszatevés nélkiili
st e | bectes [ ometei | becstes | g
értek varhat6 értéke érték varhat6 értéke varhato értéke
N=20,n=10 2,248 2,248 1,183 2,365 1,183
N=50,n=10 2,101 2,101 1,714 2,382 1,715
N=50,n=40 0,525 0,525 0,107 0,536 0,107
N=100,n=10 2,063 2,062 1,874 2,315 1,874
N=100,n=50 0,412 0,413 0,208 0,425 0,208

Forras: sajat szerkesztés.

A mintaatlag véletlen valtozo, mivel véletlen mintavétel tortént. Az alabbi
abrak a mintaatlag stirtiségfiiggvényének Monte Carlo-becslését mutatjak kék
szinnel, a raillesztett piros gérbe a mintaatlag Lukdcs Jeno tétele (Bolla-Kramli,
2012, 51. old.) alapjan feltételezett eloszlasa, amely normalis, paraméterei az
elméleti értékek, tehat a populdcioatlagok és a populacios variancidk. Ha nem
normalis eloszlasu a populacid, akkor a centralis hatareloszlastétel allitasa sze-
rint a mintaatlag kozel normalis eloszlasu, varhato értéke a populacioatlag, vari-
anciaja a populacio varianciajanak n-edrésze fliggetlen mintaelemek esetén, ahol
n a mintaclemszam. Megjegyezziik, hogy az elméleti értékek a gyakorlatban nem
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ismertek, tehat a mintaatlag eloszlasanak ezen becslése nem adhatéo meg, ezért
egy masik, zold szinli gorbét is illesztettiink minden abrara, ahol a feltételezett
eloszlas paraméterei a mintabol becsiilt értékek.

A kovetkezd abrak annak szemléltetései, hogy a mintaatlag valddi eloszlasa
(amelynek Monte Carlo-becslése kékkel 1athatd) mennyire tér el a feltételezett
(piros) eloszlastdl, illetve annak becslésétol (z6ld gorbe) abban az esetben, ha a
statisztikai mintara vonatkozé fliggetlenségfeltétel sériil a visszatevés nélkiili
mintavétel miatt. Az eltérés a visszatevéses és a nem visszatevéses mintavételek
k6z6tt minden abran jelen van, de abban az esetben latvanyosabb, amikor a min-
taelemszam nagyobb. Ennek az az oka, hogy minél kisebb a populacio és minél
nagyobb a minta, annal nagyobb stllyal jelenik meg a mintaelemek kovarianciaja
az atlag varianciajaban (azaz a fiiggetlenség sériilése esetén jobban torzul a becs-
1és). A legnagyobb kiilonbség abban az esetben lathatdé a visszatevéses €s nem
visszatevéses mintavételekb6l szarmazo becslések ko6zo6tt, amikor az N = 50
elemii populaciobdol n = 40 méretli mintakat vesziink (1. abra).

1. abra
A varhaté érték siiriiségének Monte Carlo-becslése 10 000 000
megismételt n = 40 elemii egyszerii véletlen mintak
(EVM) alapjan az N = 50 elemii populaciébol
Monte Carlo estimate of the density of the sample mean (N = 50, n = 40)
a) Visszatevéses mintavétel b) Visszatevés nélkiili mintavétel
Strliség Strliség
1,0 v 1,4 :
0.8 ' 1,2 !
I B
’ 1 1,0
0,6 0,8
0,4 0,6
0,4
0,2 02 J k
0,0 i 00
6 8 10 12 14 6 8 10 12 14
minta minta

= = = Populécios érték
Feltételezett elosztas
Becsiilt elosztas

Forras: sajat szerkesztés.
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2.2. Egy modszertani ellenpélda: torzitas nem megfelel6
mintavételi eljaras esetén

Ebben a fejezetben az olyan tipust mintavételek eredményeit mutatjuk be, amikor
a populacio rétegzett. Az alabbiakban ismertetett helyzet nem tekinthet6 sem meg-
feleld, sem ajanlott mintavételi eljarasnak, célja kizarolag egy modszertani ellen-
példa bemutatasa, amely szemlélteti a mintavétel hianyossagaibdl fakadé torzita-
sok kdvetkezményeit. A kovetkezokben a populacio r = 2 rétegbdl all. A popula-
ci6 teljes mérete N = 100 f6, a rétegek mérete azonos, igy N; = N, = 50. A po-
pulacio két rétegébe tartozd elemeket eltérd varhato értékti (—10 < pq, u, < 10),
de azonos szorasu (o; = g, = 5) normalis eloszlasokbol generaltuk. A populacios
értekek megoszlasai a Fiiggelék F4. abrajan talalhatok. A generalt populacioban a
rétegeken beliili populacidatlagok rendre p; = —1,65 és u, = 8,51, a varianciak
pedig rendre o; = 4,63 és g, = 4,49 lettek. A mintavételek soran eldszor egy
R réteget valasztunk ki véletlenszeriien. A kivalasztas uniform, azaz mindkét réteg
kivalasztasi valdszinlisége azonos. Ezutdn a kivalasztott rétegbdl n = 10 elemi
mintakat vesziink, és mindegyik esetében elvégezziik a mintavételt visszatevéses
és visszatevés nélkiili modon is. Az ismétlések szama itt is egyenként 10 000 000,
minden ismétlésnél ujravalasztjuk a réteget.

Rétegzett mintavétel esetén a rétegek paramétereinek becslései soran az el6z6
fejezetben bemutatott jelenségek adodhatnak, ezen feliil a populacié becsléseivel
kapcsolatos tovabbi problémak is el6fordulhatnak. Ebben a részben ez utobbiakra
fokuszalunk. A 4. tablazatban a varhat6 érték (populacioatlag) és becslései (min-
taatlagok) varhato értékének Monte Carlo-becslései talalhatok. Ha megfeleld va-
l16szinliséggel valasztjuk ki a réteget, a becslés mindkét esetben torzitatlan, de
konnyen belathato, hogy mivel nem teljesiil, hogy yy = -+ = u,, = u, az atlag még
gyengén sem lesz konzisztens becslése p-nek egyik esetben sem (Nagy-Gyorgy—
Szeitl, 2026).

4. tablazat
A mintaatlagok varhato értékének Monte Carlo-becslései
Monte Carlo estimates of the expected values of the sample means
N: populaciéméret,
n: mintaelemszam, Elméleti érték Visszatevéses Visszatevés nélkiili
r: rétegek szama
N=100,n=10,r=2 3,38 3,429 3,432

Forrés: sajat szerkesztés.
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Az 5. tablazatban a populacid variancidja, valamint a korrigalt empirikus vari-
ancia varhato értékeinek Monte Carlo-becslései lathatok a két esetben. A szimula-
ci6s eredmények itt is alatdmasztjak az elméleti eredményeinket, azaz egyik eset-
ben sem kapunk jo becslést a populacio variancidjara.

5. tablazat
Az empirikus variancia varhaté értékének Monte Carlo becslése
Monte Carlo estimates of the expected value of the empirical variance

N: populacidméret,
n: mintaelemszam, Elméleti érték Visszatevéses Visszatevés nélkiili
7: rétegek szama
N=100,n=10,r=2 46,203 40,78 33,894
Forras: sajat szerkesztés.
2. abra
Az atlagok siiriiségének Monte Carlo-becslései
Monte Carlo estimates of the density of the means of two
strata using one stratum (N; = 50, N> = 50, n = 10)
a) Visszatevéses mintavétel b) Visszatevés nélkiili mintavétel
Striiség Striiség
0,30 - 0,20
0,25 |
’ 0,15

0,20 | |
0,15 A 0,10 '
0,10 I 0.05 I
0,05 I | | > |
0,00 0,00 —

-15 -10 -5 0 5 10 15 -10 O 10 20 30 40 50

minta minta

= = = Populacios érték
Feltételezett elosztas
Becsiilt elosztas

Megjegyzés: 10 000 000 megismételt n = 10 elemii véletlen mintak alapjan az N =100 elemd, » =2 rétegb6l
allo azonos szorast populaciobol (N, = 50, N, = 50), amely rétegek koziil k= 1 keriilt kivalasztasra
Forrés: sajat szerkesztés.

A 2. 4bran lathat6o eredmények annak szemléltetései, hogy a mintaatlag valodi
eloszlasa (amelynek Monte Carlo-becslése kék szinnel jelolve) mennyire tér el a
feltételezett (piros) eloszlastol, illetve annak becslésétél (zold gorbe) abban az
esetben, ha a statisztikai mintara vonatkozo fliggetlenségfeltétel sériil a fent leirt
mintavétel miatt. Az abra alapjan konnyen atlathatd, hogy miért nem teljestil itt a
konzisztencia, és hogy a mintaelemszam ndvelése csak akkor javitana a becslésen,
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ha a rétegek varhato értékei azonosak lennének, vagy legalabbis ismertek, ami
alapjan a korrekcié megoldhat6 lenne.

A bemutatott eredmények azt szemléltetik, hogy egy modszertanilag hibas min-
tavételi dontés milyen mértéki torzitast eredményezhet még egyszerii beallitasok
mellett is, ami nem is korrigalhato.

3. Kovetkeztetések

Eredményeink gyakorlati lizenete az, hogy a mintavételezés modjara kiemelten
érdemes figyelni, és a becslések értelmezésekor szamitasba kell venni a lehetséges
torzitasokat. Mar a legegyszeriibb helyzetben (homogén populécio, egyszerii vé-
letlen mintavétel visszatevés nélkiil) is eltérnek a klasszikus, fiiggetlen mintara ér-
vényes formuldk. Ez szamos esetben megjelenik a gyakorlatban, hiszen az adat-
felvételek dontd tobbsége visszatevés nélkiili mintavételt alkalmaz, €s a populacio
méretéhez képest nagy a minta aranya: (i) kis, zart keretekben torténd felmérések
(vallalati dolgozoi elégedettség, iskolai/osztalyos vizsgalatok, kutatoi halozatok,
kistelepiilési lekérdezések), ahol n/N szamottevd; (ii) valasztaskutatasok, ahol
egyes almintak (pl. kisebb megyék, fiatal férfiak alacsony valaszadasi rataval) fe-
lil- vagy alulmintavétele miatt a valos kivalasztasi valosziniiségek és a rétegkii-
lonbségek sulyos torzitast okozhatnak; (iii) piackutatasi szegmensfelmérések, ahol
szandékosan tilreprezentalunk egyes fogyasztoi csoportokat; (iv) paneles/ismételt
mérések, ahol a tényleges mintavétel a mintavételi keret véges voltabdl és az egy-
ségek ismételt megkeresésébdl adoddan sérti a fliggetlenséget; (v) terepi adatfel-
vételekben a cimlistak csoportosulasa €s az interjuzoi munkaszervezés foldrajzilag
szintén csoportosuld gyakorlata miatt a fliggetlenség megsértése elkertilhetetlen,
és megjelenik a design effect’, még akkor is, ha a tervezés elvben az egyszerii vé-
letlen mintahoz kdzeli.

Rétegzett populacio esetében a torzitas kockazata jelentdsen nd: ha a teljes min-
tat egyetlen rétegbdl nyerjiik, az atlag még gyengén sem konzisztens a teljes po-
pulécios atlagra (kivéve azonos rétegatlagok esetén). llyenkor a kivalasztasi valo-
szinliségek figyelmen kiviil hagyasa a becslések torzitasahoz vezet. A surveykuta-
tasok esetében leggyakrabban szdndékosan nem vesziink mintat minden rétegbdl,
és ezt a becslések korrekciojanal és az eredmények értelmezésénél figyelembe tud-
juk venni. Fontos, hogy nem szandékosan hagyunk figyelmen kiviil rétegeket a

2 A design effect azt fejezi ki, hogy egy adott mintavételi eljards mennyivel noveli vagy csokkenti egy becslés
szorasat ahhoz képest, mint ha azonos elemszami, egyszeri véletlen mintat vettiink volna.
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populacié nem megfeleld ismerete esetén vagy az adatgytijtés pontatlan tervezése
miatt, a kutaté szempontjabol rejtett rétegek lehetnek jelen. Ezek a helyzetek lat-
sz6lag egyszer(i mintavétel mellett is torzitast okozhatnak. Ennek mérséklés¢hez
célszerll elére azonositani a potencialis rétegeket €s a mintavételi tervbe beépiteni
a megfeleld aranyokat.

Eredményeink egyszeri mintavételi médszerekbdl szarmaznak, a jovobeli
kutatasoknak érdemes Kkiterjeszteniiik a vizsgalatot egyéb, a rétegzett eljarasok
torzitdsaira és a mintaatlagon, illetve a korrigalt empirikus variancian til mas
statisztikakra. Cikkiinkkel ennek a vizsgalodasi iranynak szandékoztunk kiindu-
lasi pontot adni.
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Fiiggelék
F1. abra
A populacios értékek megoszlasa N = 20 méretii populécio esetében
Distribution of the population values (N = 20)
a) Hisztogram b) Dobozabra
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Forras: sajat szerkesztés.
F2. abra

A populiciés értékek megoszlasa N = 50 méretii populéacio esetében
Distribution of the population values (N = 50)
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Forras: sajat szerkesztés.
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F3. abra

A populicios értékek megoszlasa N = 100 méretii populacié esetében
Distribution of the population values (N = 100)

a) Hisztogram
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A populacids értékek megoszlasa N = 100 és r = 2
azonos szorasu populaciok esetében
Distribution of the population values ( N = 100) withr = 2
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